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1. Transformations de Lorentz, composition des vitesses

1.1 — Ecrivez les transformations des coordonnées (ct, z,y, z) d’un événement lors du passage d'un
référentiel galiléen R a un autre référentiel galiléen R’ se déplacant a la vitesse v = v e, par rapport

a R. Mettez cette relation sous forme matricielle.

La transformation de Lorentz s’écrit dans ce cas :

v t —vx/c?
-
1*0*2 ct’ =~ (ct — Bx)
S, w—ut ' =~v(x— Pt
o= 2 ie. ) et réciproquement
1-——= y =Y
c
, 2 =z
y =Yy
2 =z
v > U Vv
oll on pose : B:E ou B:E:Z et 'y:y(v):(l—ﬂQ)

On peut mettre ces équations sous une forme matricielle :

ct’ v =By 0 0\ [ct ct v 48y
| _[-By v 0 O0||= ; | _[+B8y v
171 o o 1oy ¢ vyl o o0
2 0 0 01 z z 0 0

-1/2 _

O = O O

- o oo
R\

1.2 — Si la vitesse relative du référentiel R’ par rapport a R était selon 1’axe Oz au lieu de Oz, i.e.
v = ve,, comment s’écrirait la transformation de Lorentz pour passer de R a R'? Ecrivez de méme

cette relation sous forme matricielle.
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Les relations précédentes deviennent :

v t —vz/c?
=T
1-— 672 Ct, =y (Ct — ﬂz) ct = Y (Ct/ + ﬂZ’)
Y =z ¥ == x =z
{ ie et réciproquement
/ / _ —_ a/
y =Y Y =Y y =
oA vt Z =7 (z— Bet) z =7+ Bet)
1
\ c2

ct’ v 0 0 —pBv\ [ct ct v 0 0 B\ [ct
| 0 1.0 0 x x| [0 10 0 x!
171 0o o1 o y et vy 1o o1 ofly
2! —By 0 0 ~« z z By 0 0 ~ 2!

Pour toute la suite de cet exercice, on considérera que le mouvement relatif entre les référentiels
est selon I'axe Oz : v = v(R'/R) = ve,.

1.3 — Considérons deux événements tres proches séparés par une distance infinitésimale dr de
composantes (dz,dy, dz) et par un intervalle de temps infinitésimal d¢ dans le référentiel R, et par
une distance dr’ : (dz/,dy’, d2’) et un intervalle de temps dt’ dans R’. Exprimez dt’ et d2’ en fonction
de dt et dz. Que devient cette relation si les deux événements considérés se produisent a la méme
abcisse 2’ dans R’ ? Qu’est-ce que le temps propre 7?

Pour deux événements se produisant au méme point dans R’, séparés par un petit intervalle de temps
dt’, on aura dz’ = y(dz — Bedt) = 0, et donc dz = Sedt = vt. Lintervalle de temps dt’ vaut ainsi :

1
cdt’ = y(cdt — Bdz) = (1 — g)dt = ;dt dou  dt =~dt > dt’

Le temps semble s’écouler plus lentement dans le référentiel R'.

Pour un observateur, le temps d7 mesuré dans le référentiel qui lui est attaché semble toujours s’écou-
ler plus lentement que dans tout autre référentiel : d¢ = yd7 > dr. Le temps 7 est le temps propre de
I'observateur; c’est un invariant car ds? = ¢2dr2.

1.4 — Déduisez de la transformation de Lorentz la loi de transformation des composantes de la
vitesse u = dr/dt¢ d’un point matériel M lors du passage du référentiel R au référentiel R'.

A partir des transformations de Lorentz, on dérive la loi de composition des vitesses :

R N T u 2 do _uptu
Ty o dt ou!
| Vs |
c? c
y dy/ 1wy dy 1w
= _Z_ v w - Ty
Y dt! 7, _ vus  etréciproquement Y de 7, vul,
c? N 2
R A Lo 1w
. = -
- dd’ V. vuy de Yo vl
1 - 1+
c? 2
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1.5 — Précisez les cas limites intéressants, en particulier pour des vitesses faibles devant la célérité ¢
de la lumiere. Que retrouve-t-on? D’autre part, que vaut u, si u), = ¢?

D’une part, on montre facilement que pour des vitesses faibles devant la célérité ¢ de la lumiere, la
loi de composition des vitesses tend vers la limite classique :

/
Uy, +V
Uy = —2—— ~ul +v quand U, <c et v<c

/
vu
14+ =

c2

D’autre part, on constate immédiatement que la vitesse de la lumiére est une vitesse limite : par
exemple, quand v/, = ¢, on obtient alors dans le référentiel R :

ul, +v ctwv
|+ 1+~
2

De méme, lorsque v = ¢, on aura alors u, = c.

1.6 — En partant de la loi de composition des vitesses, montrez que la vitesse d’un objet ne peut
dépasser c quel que soit le référentiel ou on mesure cette vitesse.

Considérons un mobile se déplacant a la vitesse v’ < ¢ dans un référentiel R'. Sa vitesse u mesu-
rée dans un référentiel R tel que v(R//R) = v < c est donc (en supposant les vitesses u, u’ et v

colinéaires) :
/

u v
u +v u c c
uw= — - =
u'v c u v
1+ — 14— -
c? cc
Posons a = u//cet f =wv/c.Ona:
u v
0<a=—<1 et 0<pf=-<1
c c

Comme 0 < a < 1, on en déduit que 0 < 1 — @ < 1; En multipliant I'inégalité 8 < 1 par (1 —a) > 0,
on obtient ainsi :

(l1—a)f<l-—a d’ou fb—af<1l—a soit a+p<1l+ap

Et par conséquent,
/

u v
7_|’_7
U c c
— = :a+6<1 ie. u<e
c u v 1+ap
14—
c c

Pour un mobile se déplacant a une vitesse u’ < ¢ dans un référentiel R/, sa vitesse u mesurée dans
tout autre référentiel sera elle aussi inférieure a c.



Année Universitaire 2021-2022 Relativité Restreinte

2. Course-poursuite interstellaire

Vous traiterez cet exercice dans le cadre de la relativité restreinte.

Leia a été capturée et est retenue prisonniére a bord d'une frégate impériale (référentiel R') qui a
quitté la planete Tatooine (référentiel R) at = t' = 0, et qui s’éloigne a la vitesse constante v = ve,
avec v < c¢. Han, lui aussi sur Tatooine, se rend compte de sa disparition a t = ¢; > 0, saute aussitot a
bord du Faucon Millenium, “le tas de ferraille le plus rapide de la galaxie”, et se lance a sa poursuite,
a la vitesse u = ue,, avec v < u < c (dans la précipitation, il n’a hélas pas eu le temps de réparer
son propulseur superluminique). Son vaisseau se déplagant plus vite que la frégate, il la rattrape a
I'instant ¢t = t5. On notera E; : (t1,x1) I'événement correspondant au départ de Han, et Es : (t2, x2)
I’événement associé a la rencontre du vaisseau de Han et de la frégate qui emporte Leia. On prendra
l'astroport de départ sur Tatooine comme origine O du référentiel R, et un point arbitraire de la
frégate comme origine O’ dans R'.

2.1 — A quel instant t, Han rattrape-t-il la frégate?

Lorsqu’il rattrape la frégate, Han a parcouru la distance x5 — 1 en un temps to —¢; a la vitesse u dans
le référentiel R. On a donc:

To —T1 = U (tg — tl) avec ry; = 0, d’ou T2 =1U (tQ - tl)

Par ailleurs, a I'instant ¢, dans le référentiel R, la frégate impériale a parcouru la distance x2 en un
temps ¢ a la vitesse v, et par conséquent z3 = vta. On en déduit :

T2 = U (tg — tl) = vto d’ot to (’ll, — U) = uty et to =

2.2 — Ftablissez, dans les deux référentiels (supposés galiléens) R et R’ les coordonnées spatio-
temporelles des événements E; et E,. Exprimez toutes les coordonnées (z1, t}, 2/, t2, 2, t) et 5) en
fonction de t1, u et v.

Dans le référentiel R, les coordonnées de I'événement F; sont naturellement (¢;, z; = 0). On obtient
immédiatement les coordonnées de F; dans R’ en utilisant la transformation de Lorentz,

cty = y(cty — Br1) ie. t) =t

et,
ry = y(x1 — Bety) = —Prycty = —yvty < 0.

Pour l’événement Es, on a établi précédemment que t2 = ut;/(u — v). De plus, 'événement E a lieu
a la position x9 qui vérifie, d’apres le raisonnement précédent :

uv

tl—tl]z t.
u—v

To = X1 + U,(tg — tl) =1U [

U—v
De plus, I'événement E5 a lieu par définition en z, = 0 (position de la frégate dans son propre
référentiel R’). En utilisant la transformation de Lorentz, on obtient ¢},

. 1 1 wu
cty = y(cth + Bay) = ety soit th=—ty=— t1 =v(1 - 3%
vy Yu—v u—v

u

3]

cary~2 = (1 - B?).

4
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Les coordonnées des événements E; et Ey sont donc :

R R
t1 >0 t/1=’)/t1
Eq
1 =0 x/lz—’yvt1<0
_ o u 1 u U
t2_u—vtl tlzzfu_vtlz’)’(l_ﬁz)u_vtl
E, Y
uvt ,
To = _
2 u—vl x5 =0

2.3 — En utilisant les coordonnées des événements £ et £y dans le référentiel de la frégate impériale,

exprimez la vitesse v/ du vaisseau de Han dans le référentiel R'. Montrez que vous retrouvez ainsi la
loi relativiste de composition des vitesses.

Le vaisseau de Han se déplace selon e, a la vitesse constante u dans le référentiel R, et a la vitesse
constante v’ dans le référentiel R'. Les événements E; et E appartenant tous deux a la ligne d’univers
de Han, on peut déduire de leurs coordonnées respectives dans R’ la vitesse u’ de Han :

/:xéixll
ty =
Ce qui donne :
u,_ac’g—x/l_ 0 + vty - v
o=t u a v? u
2 y(1-p8Y tr =t <1—2>< )-1
u—v c uU—v
- v(u —v) o v(u—v) u-—w
= 5 = =
uv uv uv
ufc—qu+v v{l—CQ] 1—6—2

On retrouve ainsi la loi relativiste de composition des vitesses (dans le cas de vitesses paralleles au
mouvement relatif entre les référentiels) :

2.4 — Représentez toute cette aventure sur un diagramme d’espace-temps (Minkowski ou Loedel,
selon votre préférence), en indiquant bien les coordonnées de chaque événement dans les deux ré-

férentiels (en tracant les projections correspondantes sur les axes). Pour obtenir une figure lisible,
consacrez une page entiere a ce diagramme.

Voir figure 1.
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FIGURE 1 - Diagramme d’espace-temps (diagramme de Loedel). Trajectoires de la frégate qui emporte
Leia (en rouge, dans R’) et de Han (en mauve) qui quitte Tatooine at = t; > 0 (événement E;) et
rattrape Leia a t = ty (événement E).
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3. Jeu de ballon sur un tourniquet

Vous traiterez cet exercice dans le cadre de la mécanique classique.

Lorsque la lutte contre I’Empire leur laisse un peu de répit, Luke et Leia aiment s’adonner a des jeux
simples et néanmoins intellectuellement stimulants. Aussi décident-ils un jour de se faire des passes
avec un ballon, tous les deux debout sur le plateau d’un tourniquet en rotation. Han Solo observe la
scene a quelque distance, jaloux que Leia préfere jouer avec son frere jumeau (le sien, pas celui de
Han, il faut suivre).

La figure 2 montre la situation avec Leia et Luke sur le plateau, respectivement aux points A et B,
et Han qui observe la scene au point C. Han est immobile dans le référentiel R lié au sol, supposé
galiléen. Le repere d’espace utilisé est cartésien et son origine O est au centre du plateau. La base
associée au référentiel lié au sol a pour vecteurs unitaires {e,,e,,e.}. Le plateau tourne a la vitesse
angulaire constante Q2 = 2 e,. On suppose que OA = OB = R. On munit le référentiel R’ du plateau
d’un triedre orthonormé {i, j, k} solidaire du plateau tournant. Dans tout 1’exercice, on négligera
I"épaisseur du plateau.

Trajectoire du ballon dans le repére lié au référentiel R

On étudie dans un premier temps la trajectoire du ballon dans le repere R, c’est-a-dire telle qu'obser-
vée par Han. Le repere (O, {e,, ey, e.}) est lié au sol. A I'instant ¢ = 0, alors qu’elle est sur 1’axe (Ozx)
au point A(—R, 0, 0), Leia lance le ballon dans la direction de Luke avec une vitesse initiale

VO/'R’ = V/R/(t = 0) = U0,z €z + U0,y €y + 00,z €2-
Pour l'instant, on ne fera pas d’hypotheses sur les composantes initiales v ;, vo,y, vo,-, €t on traitera
le cas le plus général.

Remarque : la norme de la vitesse tangentielle (donc perpendiculaire au rayon) d"un point situé a une
distance r du centre du plateau est donnée par 2.

3.1 — Exprimez les composantes du vecteur vitesse du ballon vo,g = v,z (t = 0) mesuré par Han
dansRat =0.

On applique la loi de composition des vitesses a I'instant t = 0 :

VO/T\’, = VO/R' + vA/'R,'

Or, vo/r/ = vo,z €z + Vo y €y + Vo - €.. D'autre part, toujoursat = 0, v4 g = —RQe,. On obtient donc
les coordonnées suivantes pour le vecteur vo mesuré dans R :

VO/R : (U(],w,v()?y — RQ,UQ7Z).

3.2 — Déterminez I"équation paramétrique {x(¢),y(t), 2(t)} de la trajectoire du ballon vue dans le
référentiel R. On négligera la force de frottement de 1'air. Exprimez le temps timpact que met le ballon
pour arriver au niveau du sol.

On applique la relation fondamentale de la dynamique (RFD) dans le référentiel R, galiléen. Le ballon
n’est soumis qu’a une seule force, son poids P = mg = —mge,. On obtient ainsi :

ma=P=mg=—mge,.
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FIGURE 2 - Schéma montrant la position des différents personnages a t = 0, ainsi que la
base (O, {e, ey, e.}) solidaire du sol, et la base (O’ = O, {i, j,k}) solidaire du plateau tournant, a
I'instant initial t = 0. Leia et Luke sont sur le plateau tournant tandis que Han observe la situation a
quelque distance. Leia s’appréte a lancer son ballon vers Luke.

Ce qui donne :
a; = 0
ay =
a:= —g

Ce qui s’intégre immédiatement et donne les composantes de la vitesse en fonction du temps dans
R:

v(t) = vog

vy(t) = woy — RS

v(t) = wo. — gt
En intégrant une seconde fois, on en déduit I'équation paramétrique de la trajectoire du ballon vue
par Han :

z(t) = wvou.t—R

y(t) = (voy — R

(t) = P Lot) e
z = o,z 29 = | Yo,z 29 .

Lorsque le ballon arrive au niveau du sol, z(timpact) = 0. Il vient immédiatement que timpact = 20,./9.

3.3 — Représentez schématiquement la projection sur le plan (Ox, Oy) de la trajectoire du ballon telle
que vue par Han dans R. Vous indiquerez également la projection sur le plan (Oz, Oy) du vecteur
vitesse initial. Pour cette question, pour simplifier la représentation, vous pourrez prendre vg ;, = 2R}
et Vo,y = 0.

Voir figure 3.
Trajectoire du ballon dans le repére tournant (référentiel R')

Cette fois, on souhaite analyser la trajectoire du ballon telle qu'observée dans le référentiel tournant
R’ par Leia et Luke. On utilise le repére tournant (O’ = O, {i, j, k}), solidaire du plateau, représenté
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B (Luke)

~
~

FIGURE 3 — En haut : trajectoire du ballon vue par Han dans le référentiel R. Les petits points indiquent
la position de Leia (rouge) et Luke (bleu) au moment ot Leia lance le ballon. Les gros points indiquent les
positions de Leia (rouge), Luke (bleu) et du ballon (gris) a un instant ¢ arbitraire. On a choisi de représenter
une nappe qui permet de visualiser I’empreinte de la trajectoire au sol (la projection de la trajectoire sur le
plan (Ozy)). On constate qu’avec les conditions initiales données, le ballon atterrit hors du plateau. En bas :
projection de cette trajectoire dans le plan (Ozy).
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sur la figure 2. Ainsi, a t = 0, le repére tournant coincide avec le repere fixe de la premiere partie
(mais plus ensuite).

Comme précédemment, a l'instant t = 0, depuis le point A : (—R,0,0), Leia lance le ballon dans la
direction de Luke, donc le long de I'axe (Ox), avec une vitesse initiale v( /. On notera M la position
du ballon a un instant quelconque ¢, de sorte que son vecteur position est O'M(¢). Les coordonnées
du ballon dans R’ seront notées (X, Y, Z) et sa vitesse v /.

3.4 — Ecrivez la relation fondamentale de la dynamique régissant le mouvement du ballon dans le
référentiel tournant, encore une fois en négligeant les forces de frottement dans 1'air. Attention, le
référentiel tournant n’est pas galiléen!

Dans le référentiel R, non galiléen, La relation fondamentale de la dynamique s’écrit sous une forme
modifiée tenant compte des forces ou pseudo-forces inertielles :

ma=P+F.+F.=mg+F.+F,

ol F. = —m a, est la force inertielle d’entrainement et F. = —m a,. la force inertielle de Coriolis. En
divisant par la masse, on obtient :
a =g —ae — A,

ol a. et a. sont respectivement 1’accélération d’entrainement et 1’accélération de Coriolis.

3.5 — Exprimez l'accélération d’entrainement a. et I’accélération de Coriolis ac en fonction des coor-
données X, Y et Z du ballon, de leurs dérivées par rapport au temps X, Y et Z, de Q et des vecteurs
de la base tournante {i, j, k}.

Dans sa forme la plus générale, 'accélération d’entrainement s’écrit

(dZOO'
a=|—5—

dt

Q
P > d x O'M + 2 x (2 x O'M).

ot on note le produit vectoriel par le symbole x.
Or, dans la situation particuliere considérée, les origines O et O’ sont confondues, et par conséquent,

(dQOO’

de?

dQ
) =0 et, d’autre part T 0 car la vitesse de rotation {2 est constante.
R

D’autre part, les composantes de O'M sont (X, Y, Z) dans le repeére du référentiel tournant, et celles
de Q sont (0,0, Q). Calculons le double produit vectoriel  x (2 x O'M) :

0 X —-QY
0 |Ix|Y |=] +QX |,
Q A4 0
puis,
0 —QY —O2X
0 | x| +Qx |=| -Q%
Q 0 0
Ainsi, on obtient :
a. = —X0%i - Y0?j
et la force inertielle d’entrainement F. = —m a, se réduit au terme de force centrifuge.

L’accélération de Coriolis s’exprime par :

Ac = 2Q X V/R/

10
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Or, les composantes du vecteur vitesse v,z du ballon dans le repere tournant sont simplement (X,Y, 2).
Le calcul explicite du produit vectoriel donne :

0 X —QY
0 X Y | = +0X
Q 7 0

On obtient ainsi I'expression de ’accélération de Coriolis :

ac = —2QY i+ 20X j.

3.6 — En appliquant la relation fondamentale de la dynamique dans le repére tournant, établissez
les équations différentielles vérifiées par les coordonnées X, Y et Z. Vous vérifierez que I'équation
sur Z(t) est identique a celle obtenue dans le référentiel fixe, et qu’elle admet la méme solution.

La relation fondamentale de la dynamique, en projetant sur les trois axes du repeére (O’ = O, {i, j, k})
nous permet d’obtenir les équations différentielles suivantes :

X = +02X +2QV (1)
Y = +0%Y — 20X ()
Z= —g 3)

On remarque que les deux premieres équations différentielles sont couplées puisque les fonctions
X (t) et Y(¢) interviennent dans les deux équations. L'équation (3) sur Z est identique a celle détermi-
née dans la premiére partie de I'exercice, et admet donc la méme solution : Z(t) = z(t) = vy .t — 3gt*.

Compléments. Ce qui suit n’était pas demandé pour I’examen, mais nous indiquons la méthode de
résolution de ce systeme d’équations pour les plus curieux.

Si on pose Q(t) = X(t) + iY (t), les deux équations différentielles sur X (¢) et Y (¢) peuvent étre
groupées en une seule équation : ) .
Q+2i0Q —Q*°Q =0 4)

Si on cherche une solution de la forme Q(t) = A €™, on montre que le coefficient r doit étre solution
de I’équation polynomiale (polyndéme caractéristique) : r* + 2iQr —Q? = (r +iQ)? = 0. Cette équation
posséde une racine double r = —i€). On en déduit que 1'équation différentielle (4) admet dans ce cas
des solutions de la forme :

Q(t) = (A+ Bt)e" avec 1 = —if)

et oll A et B sont deux coefficients complexes a déterminer en fonction des conditions initiales. En
posant :
A=C+iD et B=FE+iF

et en substituant dans 1’expression de Q(t) = X (t) + ¢Y (¢), puis en séparant partie réelle et partie
imaginaire, on obtient :

X(t) =(C+ Et)cosQt+ (D + Ft)sinQt
Y(t) = (D+ Ft)cosQt — (C + Et)sin Q.

11
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3.7 — Vérifiez que le systeme d’équations différentielles en X (¢) et Y (¢) admet pour solution les
fonctions de la forme :

X(t) =(C+ Et)cosQt + (D + Ft)sinQt
{ Y(t) =(D+ Ft)cosQt — (C + Et)sin Qi
ouC, D, E et F sont des constantes (que 1’on déterminera a la question suivante).
Les dérivées premieres de X (¢) et Y (t) par rapport au temps s’écrivent :
X(t) = [F—=Q(C+ Et)]sinQt + [E + Q(D + Ft)] cos
{ Y(t) =—[E+ QD+ Ft)]sinQt + [F — Q(C + Et)] cos Qt

En dérivant une seconde fois par rapport au temps, on obtient les expressions de X (t) et Y (¢) :

X(t) = [2QF — Q*(C + Et)] cos 1t — [2QF + Q*(D + Ft)]sinQt
{ V() =— [2QF + Q*(D + Ft)] cos Qt — [2QF — Q*(C + Et)] sin

On vérifie ensuite de maniere immédiate que :
02X +2QY =+ [20F — 2Q%(C + Et) + Q*(C + Et)] cos Qt
—[2QE +20*(D + Ft) — Q*(D + Ft)]sin Qt
=+ [2QF — Q*(C + Et)] cos Qt — [2QE + Q*(D + Ft)]sinQt = X.

Et, de méme,
Q%Y — 20X = — [2QF + 2Q*(D + Ft) — Q*(D + Ft)] cos Qt
— [2QF — 20*(C + Et) + Q*(C + Et)]sin Qt
=~ [2QE + Q*(D + Ft)] cos Qt — [2QF — Q*(C + Et)|sinQt = Y.

3.8 — Déterminer les valeurs des constantes C, D, E et I' en fonction des données de 1’énoncé. On
utilisera les mémes notations que dans la premiére partie pour la vitesse initiale du ballon :

vor' = VRt =0) =voz € +voyey + Vo e;.

Donnez les expressions des fonctions X (¢) et Y'(¢).
Les valeurs des constantes C, D, E et F sont déterminées a partir des conditions initiales. On a :
X(0)=C=-R Y0)=D=0 dou C=-R et D=0.

Deméme, X(0)=FE=wv, Y(0)=F+RQ=1vy, dou E=uvy, et F=uvy,— RQ.

On obtient ainsi I'équation paramétrique suivante pour la trajectoire du ballon vue par Luke et Leia,
dans le référentiel tournant :

X(t) = (vout — R)cosQt + (vo, — RQ)tsin Ot
Y(t) = (vo,y — RQ)tcosQt — (vozt — R)sinQt

1
Z(t) = ot — §gt2.

12
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3.9 — Représentez schématiquement sur un méme graphique, dans le plan (OX, OY), solidaire du
plateau tournant :

1. Le plateau, les positions de Luke et Leia;

2. L’allure (approchée) de la projection de la trajectoire du ballon dans le plan (OX,0Y') dans le
référentiel tournant;

3. La projection du vecteur vitesse initial au moment ot Leia lance le ballon;
4. Pour un point quelconque de la trajectoire noté M, les projections dans le plan (OX, 0Y’) des
forces d’inertie d’entrainement et de Coriolis, ainsi que de la vitesse du ballon.
Pour cette question, pour simplifier la représentation, vous pourrez prendre vy, = 2R et v, = 0.

Nous vous suggérons de calculer les positions du ballonat = 0,t = 7/4Q,t = 7/2Q ett = 7/Q.

Voir figure 4. Le code Mathematica utilisé pour la réalisation des figures 3 et 4 sera mis a disposition
sur la page Moodle de I'UE.

Compléments. Comme le référentiel R’ lié plateau tournant est en rotation a vitesse angulaire
constante () par rapport au référentiel R, on peut exprimer les vecteurs du triedre {i, j, k} lié au
plateau en fonction des vecteurs {e,, e,, e} de la base liée au référentiel R :

i =cos{lte, +sinQte,
j = —sinQte, + coslte,
k =e,
En exprimant le vecteur position r dans les deux repéres : r = ze, + ye, + ze, = Xi+Yj+ Zk, et
en substituant, on établit la transformation géométrique entre les deux systemes de coordonnées,

T cosit —sinQt 0 X X cosQt  sinQt 0 T
y|l=1sinQ cosQt O]V et Y |=]|—-sinQt cosQt 0|y
z 0 0 1 A A 0 0 1 z

En appliquant cette transformation a la trajectoire (x(¢), y(t), z(¢)) du ballon calculée dans le référen-
tiel R, on obtient directement les coordonnées du ballon et sa trajectoire dans le référentiel R’ du
plateau tournant :

z(t) = wvout—R X(t) = (voazt — R)cosQt + (vg,y — RQ)tsin Ot

y(t) = (voy — Rt - Y(t) = (voy — RQ)tcosQt — (vot — R)sinQt
1 1

2(t) = vt — 59752 Z(t) = wvozt— 59752'

On remarque notamment que la projection de la trajectoire sur le plan Ozy est une droite, qui se
transforme en une spirale dans le plan O XY lié au plateau tournant.
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A (Leia)

Fe

FIGURE 4 - En haut : trajectoire du ballon vue dans le référentiel tournant. Le point rouge indique la position
de Leia, et le point bleu celle de Luke, a un instant donné. Le centre du plateau est marqué par le point noir.
Les coordonnées indiquées sur le graphique sont celles du repére cartésien lié au référentiel tournant R’. On
constate qu’avec les conditions initiales données, le ballon atterrit hors du plateau. Cette observation est co-
hérente par rapport a celle observée par Han dans le référentiel R. On a représenté également les différentes
forces qui s’appliquent au ballon ainsi que son vecteur vitesse (en rouge) a un instant ¢ arbitraire : force d’iner-
tie d’entrainement (orange), force d’inertie de Coriolis (en gris), somme des forces d’inertie (en vert) et poids
(en bleu). En bas : projection de cette trajectoire dans le plan (OXY).
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Rappels : transformation de la vitesse et de 1’accélération entre un référentiel galiléen et un réfé-
rentiel non-galiléen. Soient deux référentiels : un premier référentiel R, galiléen (ou inertiel), et un
second référentiel R/, animé d'un mouvement quelconque par rapport a R et par conséquent non
galiléen. On appelle O et O’ les origines choisies dans les référentiels R et R’, respectivement. De
plus, on note wg//z le vecteur vitesse angulaire instantané de rotation du référentiel R’ par rapport
au référentiel R.

Considérons un point matériel M/ en mouvement quelconque, dont la position a chaque instant dans
les référentiels R et R’ est repérée par les vecteurs positions r(t) = OM(t) et r'(t) = O'M(t) respec-
tivement.

Si on note u(t) la vitesse instantanée de M mesurée dans le référentiel R, et u’(¢) sa vitesse instantanée
mesurée cette fois dans R’, ces deux vitesses se déduisent 1'une de 1’autre par la relation :

- () - (), w0 () (%),

u(t) = vor + u'(t) + WRIR X O'M.

Si on note a(t) I’accélération de M dans le référentiel R, et a’(t) son accélération dans R/, on aura, en
dérivant la relation précédente (et en utilisant la relation de Varignon),

a(t) = (T)R al(t) = <de(?5;1\/[)7@ a(t) = a'(t) + ae + ac

ol les termes d’accélération supplémentaires sont I’accélération d’entrainement a. et I’accélération
de Coriolis a. qui s’écrivent respectivement :

dwR/ /R
dt

ac = agg = a(0'/R) + wr/r % (wr/r X O'M) + xO'M et a.=2wggxu
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