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1. Transformations de Lorentz, composition des vitesses [7 pts]

1 pt 1.1 — Écrivez les transformations des coordonnées pct, x, y, zq d’un événement lors du passage d’un
référentiel galiléen R à un autre référentiel galiléen R1 se déplacant à la vitesse v “ v ex par rapport
à R. Mettez cette relation sous forme matricielle.

La transformation de Lorentz s’écrit dans ce cas :
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

t1 “
t´ vx{c2
c

1´
v2

c2

x1 “
x´ vt

c

1´
v2

c2

y1 “ y

z1 “ z

i.e.

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

ct1 “ γ pct´ βxq

x1 “ γ px´ βctq

y1 “ y

z1 “ z

et réciproquement
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On peut mettre ces équations sous une forme matricielle :
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1 pt 1.2 — Si la vitesse relative du référentiel R1 par rapport à R était selon l’axe Oz au lieu de Ox, i.e.
v “ v ez , comment s’écrirait la transformation de Lorentz pour passer de R à R1 ? Écrivez de même
cette relation sous forme matricielle.
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Les relations précédentes deviennent :
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et réciproquement

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

ct “ γ pct1 ` βz1q

x “ x1

y “ y1

z “ γ pz1 ` βct1q

On peut mettre ces équations sous une forme matricielle :
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Pour toute la suite de cet exercice, on considèrera que le mouvement relatif entre les référentiels
est selon l’axe Ox : v “ vpR1{Rq “ v ex.

1 pt 1.3 — Considérons deux événements très proches séparés par une distance infinitésimale dr de
composantes pdx, dy,dzq et par un intervalle de temps infinitésimal dt dans le référentiel R, et par
une distance dr111 : pdx1,dy1, dz1q et un intervalle de temps dt1 dans R1. Exprimez dt1 et dx1 en fonction
de dt et dx. Que devient cette relation si les deux événements considérés se produisent à la même
abcisse x1 dans R1 ? Qu’est-ce que le temps propre τ ?

Pour deux événements se produisant au même point dans R1, séparés par un petit intervalle de temps
dt1, on aura dx1 “ γpdx´ βcdtq “ 0, et donc dx “ βcdt “ vt. L’intervalle de temps dt1 vaut ainsi :

cdt1 “ γpcdt´ βdxq “ γp1´ β2qdt “
1

γ
dt d’où dt “ γdt1 ą dt1

Le temps semble s’écouler plus lentement dans le référentiel R1.
Pour un observateur, le temps dτ mesuré dans le référentiel qui lui est attaché semble toujours s’écou-
ler plus lentement que dans tout autre référentiel : dt “ γdτ ą dτ . Le temps τ est le temps propre de
l’observateur ; c’est un invariant car ds2 “ c2dτ2.

1 pt 1.4 — Déduisez de la transformation de Lorentz la loi de transformation des composantes de la
vitesse u “ dr{dt d’un point matériel M lors du passage du référentiel R au référentiel R1.
À partir des transformations de Lorentz, on dérive la loi de composition des vitesses :
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1 pt 1.5 — Précisez les cas limites intéressants, en particulier pour des vitesses faibles devant la célérité c
de la lumière. Que retrouve-t-on? D’autre part, que vaut ux si u1x “ c?

D’une part, on montre facilement que pour des vitesses faibles devant la célérité c de la lumière, la
loi de composition des vitesses tend vers la limite classique :

ux “
u1x ` v

1`
vu1x

c2

» u1x ` v quand u1x ! c et v ! c

D’autre part, on constate immédiatement que la vitesse de la lumière est une vitesse limite : par
exemple, quand u1x “ c, on obtient alors dans le référentiel R :

ux “
u1x ` v

1`
vu1x

c2

“
c` v

1`
v

c

“ c

De même, lorsque v “ c, on aura alors ux “ c.

2 pts 1.6 — En partant de la loi de composition des vitesses, montrez que la vitesse d’un objet ne peut
dépasser c quel que soit le référentiel où on mesure cette vitesse.

Considérons un mobile se déplaçant à la vitesse u1 ă c dans un référentiel R1. Sa vitesse u mesu-
rée dans un référentiel R tel que vpR1{Rq “ v ă c est donc (en supposant les vitesses u, u1 et v
colinéaires) :

u “
u1 ` v

1`
u1v

c2

u

c
“

u1

c
`
v

c

1`
u1

c

v

c

Posons a “ u1{c et β “ v{c. On a :

0 ď a “
u1

c
ă 1 et 0 ď β “

v

c
ă 1

Comme 0 ď a ă 1, on en déduit que 0 ă 1 ´ a ď 1 ; En multipliant l’inégalité β ă 1 par p1 ´ aq ą 0,
on obtient ainsi :

p1´ aqβ ă 1´ a d’où β ´ aβ ă 1´ a soit a` β ă 1` aβ

Et par conséquent,

u

c
“

u1

c
`
v

c

1`
u1

c

v

c

“
a` β

1` aβ
ă 1 i.e. u ă c

Pour un mobile se déplaçant à une vitesse u1 ă c dans un référentiel R1, sa vitesse u mesurée dans
tout autre référentiel sera elle aussi inférieure à c.
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2. Départs en mission [23 pts]

Vous traiterez cet exercice dans le cadre de la relativité restreinte.

Luke, à bord de son chasseur (X-Wing) et Han Solo, à bord du Faucon Millenium, partent tous deux
en mission. Ils quittent au même instant la base rebelle, et s’en éloignent à la même vitesse u ă cmais
dans des directions opposées. On néglige les phases de démarrage des vaisseaux et on suppose qu’ils
se déplacent à vitesse constante.

Pour simplifier, on supposera les vaisseaux quasi-ponctuels, ainsi que la base rebelle. On notera R le
référentiel de la base, R1 le référentiel de Han, et R2 celui de Luke. On choisira l’origine O de R en
un point arbitraire de la base, et on orientera l’axe Ox dans la direction du mouvement du Faucon
Millenium, le vaisseau de Han. On munira les référentiels R1 et R2 d’axes parallèles à ceux de R. On
prendra comme origine des temps t “ t1 “ t2 “ 0 l’instant du départ des deux vaisseaux.

1 pt 2.1 — Quelle est la vitesse relative de Luke par rapport à Han? Donnez l’expression littérale du
vecteur vitesse correspondant u1L “ u1L ex, puis la valeur numérique de u1L.

Dans le référentiel R de la base, les vitesses de Han et de Luke sont respectivement uH et uL, avec :

uH “ uH ex “ `u ex (Han) uL “ uL ex “ ´u ex (Luke)

Le référentiel R1 de Han est ainsi en translation uniforme par rapport à R, avec une vitesse rela-
tive vR1{R “ uH “ `u ex. En appliquant la loi relativiste de composition des vitesses, on obtient la
vitesse u1L de Luke dans le référentiel R1 de Han (le problème est ici unidimensionnel selon Ox) :

u1L “ u1L ex avec u1L “
uL ´ vR1{R

1´
vR1{RuL

c2

“ ´
2u

1`
u2

c2

soit u1L “ ´
2u

1`
u2

c2

ex.

Numériquement, on obtient :

}uH} “ }uL} “ u “
3c

5
« 1.8ˆ 108 m ¨ s´1 et u1L “ ´

2u

1`
u2

c2

“ ´
15

17
c « ´2.65ˆ 108 m ¨ s´1.

1 pt 2.2 — Que vaut la vitesse de Han par rapport à Luke?

Par symétrie, la vitesse u2H de Han par rapport à Luke (i.e. la vitesse de Han dans R2) est l’opposée
de celle de Luke par rapport à Han :

u2H “ ´u1L “
2u

1`
u2

c2

ex i.e.
›

›u2H
›

› “ `
15

17
c « `2.65ˆ 108 m ¨ s´1.

La base rebelle est située sur une planète entourée d’un anneau de rayon RA (rayon de la limite
intérieure de l’anneau, mesuré dans le référentiel de la planète).

1.5 pt 2.3 — Faites un schéma de la situation. Vous ferez apparaître sur votre dessin la base rebelle, les deux
vaisseaux, les différents référentiels en jeu, leurs origines et leurs axes, ainsi que l’anneau planétaire.

Voir figure 1.
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uex= vR'' R/ -

FIGURE 1 – Schéma de la situation : en bleu, les axes du référentiel R, solidaire de la base rebelle
sur la planète ; l’origine du repère de R est choisie sur la base. En rouge, les axes du référentiel R1,
solidaire du vaisseau de Han (H) : l’origine O1 est choisie sur le Faucon Millenium en H. En vert,
les axes du référentiel R2 du vaisseau de Luke (L). Le référentiel R1 est en translation uniforme
par rapport à R à la vitesse vR1{R “ uH “ `u ex, tandis que le référentiel R2 est en translation
uniforme par rapport à R à la vitesse vR2{R “ uL “ ´u ex. Les deux vaisseaux ont quitté la base
à t “ t1 “ t2 “ 0, et se déplaçent à la même vitesse u mais dans des directions opposées : leurs
trajectoires sont manifestement symétriques par rapport à l’origine O du référentiel R. (Les axes Ox,
O1x1 et O2x2 se confondent : ils sont séparés sur le schéma pour des raisons de lisibilité.)

1 pt 2.4 — Dans le référentiel de la planète, à quel instant tH Han atteint-il l’anneau planétaire? Quelle
est alors sa position x? On notera AH l’événement correspondant.

Dans le référentiel R, Han est parti à t “ 0 de la base en x “ 0 ; il se déplace à la vitesse uH “ `u
selon ex : il atteint donc l’anneau planétaire à tH “ RA{u, et sa position est alors xH “ `RA. Les
coordonnées de l’événement correspondant AH sont ainsi ptH “ `RA{u, xH “ `RAq.

Numériquement, cela donne : xH “ 9ˆ 108 m, tH « 5 s.

2 pts 2.5 — Donnez les coordonnées de l’événement AH dans le référentiel de Han, et dans celui de Luke.

Pour un événement donné, connaissant ses coordonnées pct, x, y, zq dans le référentiel R de la base, on
obtient ses coordonnées pct1, x1, y1, z1q dans le référentiel R1 de Han par la transformation de Lorentz,
qui prend ici la forme suivante (avec vR1{R “ uH “ `u ex) :

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

ct1 “ γpuq
´

ct´
ux

c

¯

soit t1 “ γpuq
´

t´
ux

c2

¯

x1 “ γpuq px´ utq

y1 “ y

z1 “ z

De la même manière, on obtient les coordonnées pct2, x2, y2, z2q dans le référentiel R2 par la transfor-
mation de Lorentz entre R et R2, avec vR2{R “ uL “ ´u ex :

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

ct2 “ γpuq
´

ct`
ux

c

¯

soit t2 “ γpuq
´

t`
ux

c2

¯

x2 “ γpuq px` utq

y2 “ y

z2 “ z
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Pour l’événement AH , on trouve ainsi, dans R1 :

t1H “ t1pAHq “ γpuq
”

tH ´
uxH
c2

ı

“ γpuq
RA
u

„

1´
u2

c2



“
1

γpuq

RA
u

x1H “ x1pAHq “ γpuq rxH ´ utHs “ γpuq

„

RA ´
uRA
u



“ 0.

on a évidemment x1H “ 0 puisque l’événement AH se produit à la position de Han dans son propre
référentiel R1.

De la même manière, on obtient les coordonnées de AH dans le référentiel R2 de Luke :

t2H “ t2pAHq “ γpuq
”

tH `
uxH
c2

ı

“ γpuq

„

1`
u2

c2



RA
u

x2H “ x2pAHq “ γpuq rxH ` utHs “ γpuq

„

RA `
uRA
u



“ 2γpuqRA.

Numériquement, on obtient :

t1H « 4 s x1H “ 0 m t2H « 8.5 s x2H “ 22.5ˆ 108 m.

1 pt 2.6 — Connaissant sa propre vitesse par rapport à la base, que vaut pour Han le rayon de l’anneau
planétaire?

Han atteint l’anneau planétaire à l’instant t1H “ t1pAHq “ p1{γpuqqpRA{uq. S’il connaît par ailleurs sa
vitesse uH “ u par rapport à R, il peut en déduire que le rayon de l’anneau planétaire vaut, dans son
référentiel R1,

∆x1 “ uˆ t1H “
RA
γpuq

ă RA.

L’anneau paraît plus petit dans R1 : c’est l’effet relativiste de contraction des distances dans la direc-
tion du mouvement relatif (contraction de FitzGerald-Lorentz).

2 pts 2.7 — Le vaisseau de Luke atteint lui aussi l’anneau planétaire : on note AL cet événement. Quelles
sont ses coordonnées pt, xq dans R? Quelles sont les coordonnées pt1, x1q du même événement dans
le référentiel R1 de Han?

Dans R, le vaisseau de Luke se déplace à la vitesse uL “ ´u ex. Il parcourt donc le rayon RA de
l’anneau (vers les x négatifs) en un temps ∆t “ RA{u, et atteint l’anneau planétaire à tL “ `RA{u ; sa
position est alors xL “ ´RA. Dans R, les coordonnées de l’événementAL sont donc ptL “ RA{u, xL “
´RAq.

En appliquant la transformation de Lorentz (R Ñ R1), on obtient les coordonnées pt1L, x
1
Lq du même

événement dans le référentiel R1 de Han :

t1L “ t1pALq “ γpuq
”

tL ´
uxL
c2

ı

“ γpuq
RA
u

„

1`
u2

c2



“ γpuq

„

1`
u2

c2



RA
u

x1L “ x1pALq “ γpuq rxL ´ utLs “ γpuq

„

´RA ´
uRA
u



“ ´2γpuqRA.

Numériquement, on obtient :

tL « 5 s xL “ ´9ˆ 108 m t1L « 8.5 s x1L “ ´22.5ˆ 108 m.
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1 pt 2.8 — Discutez la simultanéité des événements AL et AH dans les référentiels de la base rebelle (R)
et de Han (R1).

Les coordonnées des événements AH et AL dans les référentiels R, R1 et R2 sont regroupées dans la
table 1.

AH AL

R

(Base)

xH “ xpAHq “ RA

tH “ tpAHq “
RA
u

xL “ xpALq “ ´RA

tL “ tpALq “
RA
u

R1

(Han)

x1H “ x1pAHq “ 0

t1H “ t1pAHq “
1

γpuq

RA
u
ă
RA
u

x1L “ x1pALq “ ´2γpuqRA

t1L “ t1pALq “ γpuq

ˆ

1`
u2

c2

˙

RA
u
ą
RA
u

R2

(Luke)

x2H “ x2pAHq “ 2γpuqRA

t2H “ t2pAHq “ γpuq

ˆ

1`
u2

c2

˙

RA
u
ą
RA
u

x2L “ x2pALq “ 0

t2L “ t2pALq “
1

γpuq

RA
u
ă
RA
u

TABLE 1 – Coordonnées des événements AH et AL établies dans les trois référentiels, R, R1 et R2.

Dans le référentiel R de la base, les situations de Han et de Luke sont symétriques, et on a tH “ tL :
les événements AH et AL y sont simultanés.

Dans le référentiel R1 de Han, on a

t1H “ t1pAHq “ γpuq

ˆ

1´
u2

c2

˙

RA
u
“

1

γpuq

RA
u
ă
RA
u

t1L “ t1pALq “ γpuq

ˆ

1`
u2

c2

˙

RA
u
ą
RA
u

par conséquent, t1H ă RA{u ă t1L : dans le référentiel R1, l’événement AH (Han atteint l’anneau
planétaire) se produit donc avant l’événement AL (Luke atteint l’anneau planétaire). On vérifie ainsi
que la simultanéité entre événements est relative, et dépend du référentiel.

1 pt 2.9 — Dans quel ordre se produisent ces deux événements dans le référentiel de Luke?

Dans le référentiel R2 de Luke, la situation est symétrique, et on a :

t2H “ t2pAHq “ γpuq

ˆ

1`
u2

c2

˙

RA
u
ą
RA
u

t2L “ t2pALq “ γpuq

ˆ

1´
u2

c2

˙

RA
u
“

1

γpuq

RA
u
ă
RA
u
.

Cette fois, t2L ă RA{u ă t2H : dans le référentiel R2, l’événement AH se produit cette fois donc après
l’événement AL. L’ordre des événements AH et AL dans le référentiel de Luke est l’inverse de celui
observé dans le référentiel de Han.
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1 pt 2.10 — Montrez algébriquement que les événements AL et AH forment un intervalle d’espace-temps
de genre espace. Peut-il y avoir un lien de causalité entre ces deux événements?

Pour déterminer la nature de l’intervalle d’espace-temps ČAHAL, il faut déterminer le signe de sa
pseudo-norme carrée ∆s2 “ c2p∆tq2 ´ p∆xq2, qui est un invariant de Lorentz. Si on l’exprime en
fonction des coordonnées dans R, on obtient :

∆s2
AHÑAL

“ c2 rtL ´ tHs
2
´ rxL ´ xHs

2
“ 0´ p´2RAq

2 “ ´4R2
A ă 0.

On peut aussi exprimer la pseudo-norme carrée de l’intervalle d’espace-temps dans R1 ou dans R2
(les expressions sont similaires) :

∆s2
AHÑAL

“ c2
“

t1L ´ t
1
H

‰2
´
“

x1L ´ x
1
H

‰2

“ c2
„

γpuq

ˆ

1`
u2

c2

˙

RA
u
´

1

γpuq

RA
u

2

´ r´2γpuqRAs
2

“ c2
„

γpuq

ˆ

1`
u2

c2

˙

RA
u
´ γpuq

ˆ

1´
u2

c2

˙

RA
u

2

´ r´2γpuqRAs
2

“ c2
”

2γpuq
u

c2
RA

ı2
´ 4γ2puqR2

A “ 4γ2puqR2
A

„

u2

c2
´ 1



“ ´4R2
A ă 0.

La pseudo-norme carrée de l’intervalle d’espace-temps étant négative, l’intervalle est de genre es-
pace : il ne peut y avoir de relation causale entre les événements AH et AL ; de plus, l’ordre temporel
de ces événements dépend du référentiel considéré, ce qu’on constate ici dans les référentiels R1 et
R2.

À l’instant t0 ą 0, la base rebelle émet un signal électromagnétique dans toutes les directions (événe-
ment E). On note respectivement RH et RL les événements de réception de ce signal par Han et par
Luke.

4.5 pts 2.11 — Quelles sont les coordonnées spatio-temporelles des événements E, RH et RL dans le ré-
férentiel de la base? dans celui de Han? dans celui de Luke? On pourra profiter ici des symétries
évidentes du problème.

Dans le référentiel R de la base, de manière immédiate, l’événement d’émission se produit à tpEq “
t0 ą 0 en xpEq “ 0.

En appliquant la transformation de Lorentz, on obtient les coordonnées de l’événement E dans R1 :

t1pEq “ γpuqptpEq ´ 0q “ γpuqtpEq “ γpuqt0 x1pEq “ γpuq p0´ utpEqq “ ´γpuqutE “ ´γpuqut0.

De même, dans R2, les coordonnées de l’événement E d’émission du signal sont :

t2pEq “ γpuqptpEq ` 0q “ γpuqtpEq “ γpuqt0 x2pEq “ γpuq p0` utpEqq “ `γpuqutE “ `γpuqut0.

Cherchons maintenant les coordonnées ptpRHq, xpRHqq dans R de l’événement de réception du signal
par Han. Le signal électromagnétique est émis à tpEq “ t0 (Han est alors à la position x “ ut0) et
parvient à Han à l’instant tpRHq lorsque Han est à la position x “ utpRHq. Le signal se propageant à
la vitesse c, on a nécessairement, à l’instant de la réception du signal par Han :

utpRHq “ c rtpRHq ´ tpEqs .

8
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On en déduit tpRHq :

ctpRHq ´ ctpEq “ utpRHq d’où pc´ uqtpRHq “ ctpEq “ ct0 i.e. tpRHq “
c

c´ u
t0 “

1

1´
u

c

t0.

Et par conséquent,
xpRHq “ utpRHq “

uc

c´ u
t0 “

u

1´
u

c

t0.

Par symétrie (les positions de Han et de Luke sont symétriques par rapport à la base, et le signal se
propage à la même vitesse dans les 2 directions),

tpRLq “
c

c´ u
t0 “

1

1´
u

c

t0 et xpRLq “ ´utpRLq “ ´
uc

c´ u
t0 “ ´

u

1´
u

c

t0.

En procédant comme précédemment, on obtient les coordonnées des événements E, RH et RL dans
les réferentiels de Han (R1) et de Luke (R2), en appliquant les équations des transformations de
Lorentz aux coordonnées des mêmes événements dans R.

Les coordonnées des événements E (émission du signal), RH (réception du signal par Han) et RL
(réception par Luke) dans les référentiels R, R1 et R2 sont regroupées dans la table 2.

1 pt 2.12 — Discutez l’ordre temporel des événements E, RH et RL dans les 3 référentiels considérés.

Le signal étant émis dans toutes les directions, et les trajectoires de Han et de Luke étant symétriques
dans le référentiel R de la base, les événements de réception du signal par Han et par Luke sont
simultanés dans R, et on a :

tpEq “ t0 ă tpRLq “ tpRHq “
1

1´
u

c

t0.

Comme précédement, l’ordre des événéments RH et RL s’inverse entre les référentiel R1 de Han et
R2 de Luke. En effet, dans le référentiel R1 (Han), on aura :

t1pRHq “ γpuq

1´
u2

c2

1´
u

c

t0 ă γpuq

1`
u2

c2

1´
u

c

t0 “ t1pRLq i.e. t1pRHq ă t1pRLq

et Han y reçoit le signal avant Luke.

Dans le référentiel R2 (Luke), on a au contraire :

t2pRLq “ γpuq

1´
u2

c2

1´
u

c

t0 ă γpuq

1`
u2

c2

1´
u

c

t0 “ t2pRHq i.e. t2pRLq ă t2pRHq

autrement dit, Luke y reçoit le signal avant Han.

On peut vérifier que l’intervalle d’espace-temps entre les événéments RH et RL est bien de genre
espace (en utilisant par exemple les coordonnées de ces deux événéments exprimées dans R, où

9
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E (émission) RH (réception par Han) RL (réception par Luke)

R

(Base)

xpEq “ 0

tpEq “ t0

xpRHq “
u

1´
u

c

t0

tpRHq “
1

1´
u

c

t0

xpRLq “ ´
u

1´
u

c

t0

tpRLq “
1

1´
u

c

t0

R1

(Han)

x1pEq “ ´γpuqu t0

t1pEq “ γpuq t0

x1pRHq “ 0

t1pRHq “ γpuq

1´
u2

c2

1´
u

c

t0

x1pRLq “ ´
2γpuqu

1´
u

c

t0

t1pRLq “ γpuq

1`
u2

c2

1´
u

c

t0

R2

(Luke)

x2pEq “ `γpuqu t0

t2pEq “ γpuq t0

x2pRHq “
2γpuqu

1´
u

c

t0

t2pRHq “ γpuq

1`
u2

c2

1´
u

c

t0

x2pRLq “ 0

t2pRLq “ γpuq

1´
u2

c2

1´
u

c

t0

TABLE 2 – Coordonnées des événements E (émission du signal à la base), RH (réception du signal par Han)
et RL (réception du signal par Luke) établies dans les trois référentiels R, R1 et R2.

leurs expressions sont simples) :

∆s2
RHÑRL

“ c2 rtpRLq ´ tpRHqs
2
´ rxpRLq ´ xpRHqs

2

“ c2

»

—

–

1

1´
u

c

t0 ´
1

1´
u

c

t0

fi

ffi

fl

2

´

»

—

–

´
u

1´
u

c

t0 ´
u

1´
u

c

t0

fi

ffi

fl

2

“ ´
u2t20

„

1´
u

c

2 ă 0.

Comme ∆s2 ă 0, l’intervalle est de genre espace : l’ordre des deux événements dépend du réfé-
rentiel considéré (ce qu’on vérifie bien ici), et aucun lien de causalité ne peut exister entre ces deux
événements.

5 pts 2.13 — Représentez l’ensemble de ces péripéties sur un diagramme d’espace-temps, de Minkowski
ou de Loedel, selon votre préférence.

Pour obtenir une figure lisible, consacrez une page entière à ce diagramme. Afin d’alléger le dia-
gramme, vous ne représenterez que les axes des référentiels R et R1. Indiquez sur le diagramme la
ligne d’univers de la base rebelle, de Luke et de Han ; le tube d’univers de l’anneau planétaire ; les
lignes d’univers des signaux électromagnétiques, ainsi que l’ensemble des événements considérés.
Dessinez aussi les projections des événements sur les axes des référentiels R et R1, afin de mettre en
évidence l’ordre temporel des événements dans ces deux référentiels.
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ct'

x'

x''

ct

ct'L

O

ctE

X-Wing (Luke)

Faucon Millenium
(Han & Chewbacca)

R'' R R'

x

ct''

Signal Si
gn
al

E

ct''(E)

xH

AH
AL

ctH ctL=

ct''H

RH

ct(R  )H = ct(R  )L

ct''(R  )H ct'(R  )L

RL

xLx(R  )L x(R  )H

ct'(E)

x''Ex'E

x'L x''H

FIGURE 2 – Diagramme d’espace-temps (diagramme de Minkowski). Lignes d’Univers de la base de
départ (référentiel R, en bleu), de Han (référentiel R1, en rouge) et de Luke (référentiel R2, en vert).
Le tube d’Univers de l’anneau planétaire dans le plan pOxzq est aussi représenté (en grisé). L’ordre
des événements AH et AL dépend du référentiel d’observation, ainsi que l’ordre des événements RH
et RL de réception du signal par Han et Luke.
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Voir figure 2.

Applications numériques :

c “ 299 792 458 m ¨ s´1 « 3ˆ 108 m ¨ s´1 u “ 3c{5 RA “ 900 000 km.

3. Équilibre d’un pendule sur un plateau tournant [24 pts]

Vous traiterez cet exercice dans le cadre de la mécanique classique.

On souhaite étudier l’équilibre d’un pendule simple placé sur un plateau tournant. Une bille de
plomb, suspendue à un fil, lui-même accroché à une potence est représenté figure 3. Le plateau est
centré en O et peut tourner autour d’un axe de rotation vertical. Au repos, la bille de masse m,
représentée par le point M, est suspendue au bout du fil de longueur ` “ O1M accroché au point O1.
On note R la distance entre le centre du plateau O et le point N, situé à la verticale du point O1 et de
la bille lorsque celle-ci est au repos. La potence à laquelle le fil est accroché est solidement fixée au
plateau au point Q, et orientée de manière à ce que les points O, Q, O1, M et N soient tous dans le
même plan, lorsque le plateau est immobile.

O

Q

O’

R

M

H

N

k

k

Ω

u
θ

u
r

e
y

e
x

FIGURE 3 – Pendule simple suspendu au point O1 à une potence elle-même placée sur un plateau
tournant. La configuration représentée correspond à une situation où le plateau est immobile.

Le référentiel terrestre R, muni d’une base orthonormée pO, ex, ey,kq est supposé galiléen. On consi-
dère un second référentiel R1, lié au plateau (et donc dans lequel le plateau est immobile), pourvu
d’une base orthonormée pO1,ur,uθ,kq solidaire du plateau. Le plateau peut tourner autour d’un axe
de rotation vertical, de sorte que le vecteur rotation angulaire s’écrit Ω “ Ω k.

Les expressions de l’accélération d’entraînement et de l’accélération de Coriolis sont rappelées à
la fin du présent exercice.

2 pts 3.1 — Le plateau est mis en rotation de sorte que sa vitesse angulaire de rotation Ω augmente pro-
gressivement. Qu’observerait une personne immobile dans R1 ? La bille de plomb reste-t-elle dans
le plan pOQO1q? Si non, dans quelle direction est-elle entraînée? Attention, vous répondrez à cette
première question de manière qualitative, sans calcul.
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Pour comparaison, on peut se ramener au cas d’un pendule simple qui serait suspendu dans une
rame de métro. Lorsque le métro accélère, la direction selon laquelle agit la force d’inertie d’entraî-
nement est opposée au sens de l’accélération de la rame. Dans le cas de notre expérience, la bille
va être déviée dans le sens opposé à la direction de la vitesse tangentielle, c’est-à-dire dans la direc-
tion ´uθ. La force centrifuge va progressivement entrer en action, ce qui va en plus déporter la bille
vers l’extérieur, c’est-à-dire dans la direction ur. La bille ne reste donc pas dans le plan pOQO1q.

Dans la suite de l’exercice, on considère que le plateau a atteint sa vitesse de rotation nominale, est que
celle-ci est constante : dΩ{dt “ 0. La bille de plomb est donc au repos dans le référentiel tournant R1.
L’angle entre le fil (vecteur O111M) et l’axe vertical (vecteur k) est noté α.

1 pt 3.2 — En appliquant la relation de Varignon, montrez que
ˆ

d2OO111

dt2

˙

R
“ Ωˆ pΩˆOO111q.

On applique une première fois la relation de Varignon au vecteur OO111 :
ˆ

dOO111

dt

˙

R
“

ˆ

dOO111

dt

˙

R1

`ΩR1{R ˆOO111.

Comme le vecteur OO111 est constant dans le référentiel tournant, et que de plus ΩR1{R ” Ω, on a
ˆ

dOO111

dt

˙

R1

“ 0,

et par conséquent,
ˆ

dOO111

dt

˙

R
“ ΩˆOO111.

En appliquant à nouveau la relation de Varignon, le résultat attendu s’obtient immédiatement :
ˆ

d2OO111

dt2

˙

R
“ Ωˆ pΩˆOO111q.

1 pt 3.3 — Déduisez-en l’expression de l’accélération d’inertie d’entraînement de la bille de plomb en
fonction du vecteur OM.

Compte-tenu du résultat de la question précédente, et comme dΩ{dt “ 0, il vient immédiatement :

ae “ aie “ Ωˆ pΩˆOO111q `Ωˆ pΩˆO111Mq “ Ωˆ pΩˆOMq.

1 pt 3.4 — Donnez l’expression de la force d’inertie de Coriolis.

Comme la bille est au repos dans le référentiel R1, on a immédiatement vM{R1 “ 0 et ac “ aic “ 0 :
l’accélération de Coriolis est nulle, et par conséquent la force inertielle de Coriolis l’est aussi.

2 pts 3.5 — Pour un observateur immobile dans R1, quelles sont les forces qui s’appliquent à la bille de
plomb de masse m?

Étant en rotation par rapport au référentiel inertiel R, Le référentiel R1 est par conséquent non gali-
léen. Lorsqu’on effectue le bilan des forces qui s’exercent sur la bille dans R1, il faut par conséquent
prendre en compte les pseudo-forces inertielles, qui se réduisent ici à la force d’inertie d’entraîne-
ment. Les forces extérieures que subit la bille sont donc :
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1. son poids, P “ mg “ ´mg k ;

2. la force exercée par le fil sur la bille, que l’on notera T ;

3. la force d’inertie d’entraînement, notée Fe (ou Fie) qui vaut Fe “ ´mae “ ´maie.

1.5 pt 3.6 — Représentez sur un schéma dans le plan pO1,ur,kq :

(i) l’axe de rotation pO,kq ;

(ii) la base pO1,ur,kq ;

(iii) la distance R ;

(iv) le fil de longueur ` incliné d’un angle α avec la verticale ;

(v) la bille de plomb au point M ;

(vi) le point H.

Voir figure 4.

O
Q

O’

R

M
H

N

k

P

T

k

Fie

Ω
ur

α

T



FIGURE 4 – Représentation du dispositif dans le plan pO1,ur,kq.

1 pt 3.7 — Exprimez la longueur HM en fonction de R, ` et α.

Sur le schéma de laquestion précédente, on voit immédiatement que

HM “ R` ` sinα.

2 pts 3.8 — Donnez l’expression vectorielle de la force d’inertie d’entraînement en fonction de Ω, m, R, `,
α, et des vecteurs de la base pO1,ur,uθ,kq. Comment appelle-t-on cette force dans la vie courante?

On reprend l’expression obtenue plus haut :

ae “ aie “ Ωˆ pΩˆOMq

et on décompose OM en OH`HM. Les vecteurs OH et Ω étant colinéaires, il reste

ae “ aie “ Ωˆ pΩˆ pOH`HMqq “ Ωˆ pΩˆHMq.
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On peut projeter sur les vecteurs de la base :

ae “ aie “ Ω kˆ rpΩ kq ˆ pHM urqs “ Ω2 HM kˆ pkˆ urq.

Comme kˆ ur “ uθ et kˆ uθ “ ´ur, il reste

ae “ aie “ ´Ω2 HM ur d’où Fe “ Fie “ ´mae “ mΩ2 HM ur “ mΩ2 pR` ` sinαq ur.

La force d’inertie d’entraînement est donc purement radiale, dirigée vers l’extérieur. On la désigne
en en général comme la “force centrifuge”.

2.5 pts 3.9 — Appliquez la seconde loi de Newton dans le référentiel R1 non galiléen afin d’en déduire la
relation vectorielle existant entre les différentes forces. Complétez la figure obtenue à la question 6
pour ajouter les forces qui s’exercent sur la bille de plomb. Sur votre schéma, vous prendrez soin de
respecter la relation vectorielle existante entre les différentes forces représentées.

En notant a1 le vecteur accélération de la bille de masse m dans R1, la seconde loi de Newton (géné-
ralisée pour le cas d’un référentiel non galiléen) s’écrit ici :

ma1 “ P`T` Fe.

Comme la bille est immobile dans le référentiel tournant, l’expression précédente devient simplement
(équilibre dans R1) :

P`T` Fe “ 0.

2 pts 3.10 — En déduire le système d’équations vérifiées par α en fonction des autres grandeurs du pro-
blème.

Toutes les forces mises en jeu sont contenues dans le plan pO1,ur,uθ,kq. On a donc deux projections
à effectuer, l’une selon ur et l’autre sur k :

#

´T sinα`mΩ2 pR` ` sinαq “ 0

T cosα´mg “ 0.

1 pt 3.11 — Dans le cas le plus général, résoudre ce système d’équations sans faire d’approximation pour
exprimer l’angle α donne des expressions analytiques assez complexes. Dans un premier temps, on
fera l’hypothèse que l’angle α est petit. Sous cette hypothèse, quelle est l’expression de α (en radians)
en fonction des autres données du problème? Que remarque-t-on qui peut sembler contre-intuitif ?

Lorsque l’angle α est petit, sinα « α, cosα « 1, et il reste T « mg, soit

α «
Ω2R

g ´ Ω2 `
.

On constate alors que pour de petits angles α, l’angle α ne dépend pas de la masse de la bille de
plomb.

3 pts 3.12 — Il existe un autre cas pour lequel le système d’équations donnant α possède des solutions
simples : lorsque R “ 0, c’est à dire lorsque le point d’accroche du pendule appartient à l’axe de rota-
tion du plateau. Résolvez le système d’équations dans ce cas. Pour ce cas particulier, vous traiterez
à part le cas α “ 0 ; vous montrerez aussi que la solution α ą 0 n’existe que si une condition sur Ω
est vérifiée, condition que vous préciserez.

La première équation devient dans ce cas :

sinα pmΩ2`´ T q “ 0

Il faut alors considérer deux cas :
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‚ soit sinα “ 0, auquel cas l’angle α est nul (on ne conserve que la solution physique, puisque
intuitivement, α ne peut pas dépasser 90o). Cette solution correspond au cas où le pendule
reste vertical, confondu avec l’axe de rotation. Dans ce cas, la deuxième équation donne sim-
plement T “ mg : la force de tension du fil compense exactement le poids de la bille ;

‚ soit sinα ‰ 0 : dans ce cas, on peut diviser la première équation par sinα, ce qui donne :

´T `mΩ2 ` “ 0 i.e. T “ mΩ2 `

et, d’autre part,

T cosα “ mg d’où on déduit cosα “
mg

T
“

mg

mΩ2`
“

g

Ω2`
.

Cette solution n’est possible que si cosα “ g{pΩ2`q ď 1, sans quoi l’angle α n’est pas défini.
Pour que cette seconde solution existe, il faut par conséquent que

cosα “
g

Ω2`
ď 1 soit Ω2 ě

g

`
i.e. Ω ě

c

g

`

Cette solution n’existe donc que si la vitesse angulaire Ω de rotation du plateau est supérieure
à une vitesse seuil Ω0 “

a

g{`.

On est ici en présence d’un phénomène de bifurcation : pour Ω ă Ω0 “
a

g{`, seule la solution α “ 0
est possible et le pendule reste vertical ; pour Ω ě Ω0 “

a

g{`, deux solutions sont possibles : α “ 0
(pendule vertical, équilibre instable), et α “ arccospg{pΩ2`qq (équilibre stable).

2 pts 3.13 — En repartant du système général d’équations obtenu à la question 10, et cette fois sans faire
d’approximation, donnez l’expression de Ω en fonction de g, R, ` et α. En pratique, cette expression
n’a pas d’application immédiate puisque la vitesse de rotation est imposée par l’expérimentateur.
Cependant, faute de solution analytique simple, elle nous permettra de déterminer graphiquement
une solution. Cette fonction Ωpαq est représentée sur la figure 5 (courbe rouge), pour R “ 10 m,
` “ 1 m et g “ 9.81 m ¨ s´2. Que constate-t-on lorsque Ω augmente?

En éliminant T , on obtient

Ω “

c

g tanα

R` ` sinα
.

Lorsque Ω augmente, on constate que l’angle α augmente aussi et tend vers 90o, ce qui correspond
bien à ce qu’on attend intuitivement.

2 pts 3.14 — Par lecture du graphique, donnez la valeur de l’angle α obtenu pour Ω “ 2 rad ¨s´1. Que vaut
le module de la force de tension T pour cet angle, si la masse de la bille de plomb vaut m “ 1 kg?

Par lecture du graphique (fig. 6), on trouveα « 77o. Comme T cosα “ mg, on trouve T “ mg{ cosα «
43.6 N.
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FIGURE 5 – Evolution de la vitesse angulaire de rotation Ω en fonction de l’angle α pour R “ 10 m,
` “ 1 m et g “ 9.81 m ¨ s´2 : en bleu pour l’expression simplifiée de la question 11 et en rouge pour
l’expression de la question 13.
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2 rad/s

77°

FIGURE 6 – Evolution de la vitesse angulaire de rotation Ω en fonction de l’angle α pour R “ 10 m,
` “ 1 m et g “ 9.81 m ¨ s´2 : en bleu pour l’expression simplifiée de la question 11 et en rouge pour
l’expression de la question 13. On a indiqué en vert les valeurs lues pour Ω “ 2 rad ¨ s´1.
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Rappels : transformation de la vitesse et de l’accélération entre un référentiel galiléen et un réfé-
rentiel non-galiléen. Soient deux référentiels : un premier référentiel R, galiléen (ou inertiel), et un
second référentiel R1, animé d’un mouvement quelconque par rapport à R et par conséquent non
galiléen. On appelle O et O1 les origines choisies dans les référentiels R et R1, respectivement. De
plus, on note ωR1{R le vecteur vitesse angulaire instantané de rotation du référentiel R1 par rapport
au référentiel R.

Considérons un point matériel M en mouvement quelconque, dont la position à chaque instant dans
les référentiels R et R1 est repérée par les vecteurs positions rptq “ OMptq et r111ptq “ O111Mptq respec-
tivement.

Si on note aptq l’accélération de M dans le référentiel R, et a1ptq son accélération dans R1, on aura,

aptq “

ˆ

d2OM

dt2

˙

R
“

ˆ

d2r

dt2

˙

R
a1ptq “

ˆ

d2O111M

dt2

˙

R1

“

ˆ

d2r1

dt2

˙

R1

aptq “ a1ptq ` ae ` ac

où les termes d’accélération supplémentaires sont l’accélération d’entraînement ae (ou aie) et l’accé-
lération de Coriolis ac (ou aic) qui s’écrivent respectivement :

ae “ aie “ ae{R “ apO1{Rq`ωR1{Rˆ
`

ωR1{R ˆO111M
˘

`
dωR1{R

dt
ˆO111M et ac “ aic “ 2ωR1{Rˆu1
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