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1. Mécanique dans un Train a Grande Vitesse (TGV)

Vous traiterez I'ensemble de cet exercice dans le cadre de la mécanique classique.

Les équation de transformation de la vitesse et de 1'accélération lors du passage d’un référentiel
galiléen a un second référentiel non-galiléen, ainsi que les expressions des forces inertielles dans un
référentiel non galiléen sont rappelées page[8, a la fin de I’énoncé de I'exercice.

TGV se déplacant en ligne droite, a vitesse constante

On raisonnera dans le référentiel local terrestre R, qu’on supposera galiléen/inertiel. On munit R
d’une origine arbitraire O et d’un triedre direct {e,, e, e.}, ol1 le vecteur e, est orienté selon la verti-
cale locale, et e, e, sont dans le plan horizontal.

Un train a grande vitesse (TGV) se déplace en ligne droite a la vitesse v = 324 km-h ™. On considére le
référentiel d’un des wagons, que I'on note R’; on munit ce référentiel d'une origine arbitraire O’ (pla-
cée au centre du wagon), et du méme triedre {e,, e,, e.} que précédemment. On choisit 1'orientation
de e, dans la direction du mouvement du train : la vitesse relative vg/ /g s’écrit ainsi vg//g = ve;.
On prendra I'origine du temps ¢ a 'instant o1 les origines O et O’ coincident (figure [1).
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FIGURE 1 — Référentiel terrestre (solidaire du sol et des rails) et référentiel du wagon.



Année Universitaire 2023-2024 Relativité Restreinte

On considere un passager M (supposé ponctuel) dont on analyse le mouvement dans les deux ré-
férentiels, celui du sol et celui du wagon. On repére a chaque instant la position de M dans R par
le vecteur position r(t) = OM(¢) : (z,v, z), et par le vecteur position r'(t) = O'M(t) : (2/,y/,2')
dans R'.

1.1 — Le référentiel du wagon est-il galiléen/inertiel ?

Le train se déplagant selon un mouvement de translation uniforme (i.e. a vitesse constante) dans le
référentiel terrestre R supposé inertiel / galiléen, le référentiel solidaire du wagon est par conséquent
lui aussi inertiel / galiléen.

1.2 — Rappelez 'expression de la transformation de Galilée entre R et R’ : donnez l'expression
sous forme vectorielle; puis donnez les expressions des coordonnées (2’,3’, z’) du mobile dans le
référentiel du wagon en fonction de ses coordonnées (z, y, z) dans le référentiel local terrestre.

Considérons un mobile ponctuel M qui se trouve a l'instant ¢ a la position définie par r = OM :
(x,y, z) dans le repere associé au référentiel terrestre R supposé galiléen. On souhaite en déduire au
méme instant ¢ la position r’ = O'M : (2/,y/,2') du méme mobile dans le référentiel R’ solidaire
du wagon, en translation uniforme par rapport a R a la vitesse constante v = v(R’/R). Le passage
entre les référentiels galiléens (ou inertiels) R et R’ s’effectue par la transformation suivante (dite
transformation de Galilée) :

OM = 00’ + O'M dou r'=r—vt r=r +vt.
en choisissant ’origine du temps quand les origines O et O’ se confondent.

Comme on a choisi de munir les deux référentiels de deux reperes dont les axes sont paralleles, et ot
les axes (Ox) et (O'z’) sont choisis parallelement a la vitesse relative v = v(R'/R) = v e,, en projetant
sur les axes la relation précédente, la transformation de Galilée peut s’écrire :

¥ = xz—ut x = 2+t
y =y et réciproquement y =y
Z = z z = 2

On suppose ici que le temps s’écoule de la méme maniere dans les deux référentiels considérés (hy-
pothese d'un temps universel) et on choisit par convention ¢ = ¢’ = 0 quand les origines O et O’ se
confondent.

1.3 — Rappelez la loi classique de composition des vitesses entre les référentiels R et R’. On notera
respectivement u(t) : (u, = dz/dt,u, = dy/dt,u, = dz/dt) la vitesse du mobile M dans R, et
u'(t) : (uy, = da'/dt,uy, = dy'/dt,u, = dz’/dt) sa vitesse dans R'. Donnez la loi de composition des
vitesses sous forme vectorielle, puis en composantes.

La loi de composition des vitesses s’obtient en dérivant les équations de la transformation de Galilée

par rapport au temps ¢. Connaissant la vitesse instantanée u d’un mobile dans le référentiel R, la
vitesse u’ du méme objet vu dans le référentiel R’ s’écrira :

u = (dr’) = <dr’) = (dr> —v=u-—v  etréciproquement u=1u+v
At )i \dt ) \dt)p '

On parle aussi d’additivité des vitesses.

En utilisant les mémes conventions que précédemment (axes Ox et O'z’ choisis selon la vitesse rela-
tive v entre les référentiels), cette relation, en composantes, devient :

/ /

Uy, = Uy —0 Uy = Uy + 0V
/ _ z e _ /

Uy = Uy et reciproquement Uy = Uy
/ /

u, = Uy Uy, = U,
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Remarque : cette expression de la loi de composition des vitesses reste valide méme si les origines O
et O’ ne se confondent pasa ¢t = 0.

1.4 — Un passager du train se déplace dans un des wagons a 1m - s™! le long du train, depuis la
motrice vers la queue du train. Donnez 1’expression de sa vitesse dans les deux référentiels (vous
donnerez toutes les composantes). Application numérique pour u/, et u, (attention aux unités).

La vitesse du TGV dans le référentiel terrestre vaut v = 324km -h™' = 90m - s~ L.

Dans le référentiel R’ solidaire du wagon, avec le systeme d’axes choisi (e, selon la vitesse v), les
composantes de la vitesse u’ du passager s’écrivent : v’ : (uj, = —1m-s ' u) = 0,u, = 0). En
appliquant la loi classique de composition des vitesses, on obtient les composantes de la vitesse u du

passager dans le référentiel terrestre R :

Uy = u,+v=—-1m-s14+90m-s'=+89Im-s!
— o — o1

Uy = u, =0m-s

u, = u, =0m-s!

1.5 — Un second passager se déplace latéralement a 1 m - s~!, perpendiculairement a la direction du
mouvement du train. Donnez les trois composantes de sa vitesse dans R, puis dans R’.

Cette fois, les composantes de la vitesse du passager dans le référentiel R’ du wagon sont :

u':(u), =0,u, = +1m-s ' ul =0) (silepassager se déplace par exemple selon +e,).

En appliquant la loi classique de composition des vitesses, on obtient dans le référentiel terrestre R :

1

u:(up =+90m-s™ " u, = +1m-s~ 1 u, =0).

Arrivée du train dans un virage

Le TGV arrive dans un virage. On suppose que le rayon de courbure R, des rails est constant dans
le virage (fig. [2). Pour simplifier le traitement du probleme, on redéfinit le repere du référentiel ter-
restre R au centre du cercle de rayon R. = 5km coincidant avec la voie ferrée dans le virage. On
placera le centre O’ du repere solidaire R’ du train au centre d'un des wagons et on choisit dans R’
un triedre {e,s, e,/, e,/ } dont l'orientation reste tangente au train au point O’ (fig. .

Dans le virage, le TGV maintient sa vitesse de 324 km - h™! par rapport aux rails, mais sa trajectoire
est désormais circulaire.
1.6 — Le référentiel solidaire du wagon est-il toujours galiléen ? Justifiez votre réponse.

Dans le référentiel terrestre R, qu’on suppose galiléen/inertiel, le wagon effectue désormais un mou-
vement de rotation : le référentiel R’ associé au wagon n’est donc plus galiléen/inertiel. Des forces
inertielles (entrainement, Coriolis) peuvent s’y manifester.

1.7 — En utilisant la relation de Varignon, écrivez 1'expression de la vitesse u(O’) = vz du point O’
mesurée dans R, en fonction du rayon de courbure R, de la voie ferrée et de la vitesse angulaire w =
wrs/r du wagon dans le référentiel terrestre R.

La vitesse du point O’ dans le référentiel terrestre R est la dérivée du vecteur OO’ dans R ; en appli-
quant la relation de Varignon, on obtient :

o’ dO0O’
VO’/’R = <do> = <> + wR’/R X OO/ = w X OO/
it ) dt )
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FIGURE 2 — Référentiel terrestre (solidaire du sol et des rails) et référentiel d’'un wagon. Pour simpli-
fier, on place I'origine O au centre de courbure de la voie ferrée. Le triedre {e,/, e, e, } tourne avec
le wagon, avec I'axe e,/ qui reste tangent a la voie ferrée.

car le vecteur OO’ = R, e, est un vecteur constant dans la base {egc/, ey, eZ/} du référentiel R’ soli-
daire du wagon. Si on note w la norme (positive) de w = wg//g, onadeplusw = —we, = —we, et
par conséquent,

Vor =w x 00" = (—wey) x (Reey) = +Rewey.

1.8 — Déduisez-en I'expression de la vitesse angulaire w = wg//z du wagon (par exemple, celle du
point O’) dans le référentiel terrestre R. Application numérique.

Comme la vitesse du train se maintient a vo/ /g = 324 km - h™' = 90m-s~! dansle virage, et que, par
construction, v /R est selon e,/, on en déduit :

_voyr _ 90m-s!

= =0.018rad - s~ L.
R, 5x10°m rac-s

VoI/R = Vo//R € = +Rcwey d’ou

1.9 — Montrez que l'accélération du point O’ dans R s’écrit :
a(0') =w x (wx 00') = —w? 00,
L'accélération a(0’) = ap/g du point O' dans R s’obtient en dérivant par rapport au temps ¢ la

vitesse v /g du méme point dans le référentiel terrestre R (obtenue précédemment). En appliquant
la relation de Varignon, on obtient :

dVO/ R dVO/ R
a(O/) =aog /R = < dt/ > = < dt/> + WRIR X VOI R+
R R/

Or, la vitesse v/ vaut, d’apres ce qui précede :

Voyr =w x 00" = (—wey) x (Reey) = +Rewey
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Le vecteur vy est donc un vecteur constant dans R’ : sa dérivée dans R’ est donc nulle :

dvorr _ i [Rewe,] —0
dt R/ dt R/

Par conséquent, ’expression de a(0’) se réduit a :

a(O/) = aO//R = wR//R X VO//R = w X VO//R = w X (w X OOI) .

Enfin, en appliquant la formule du double produit vectoriel, I'expression précédente devient :
a(0) =agyr = w x (w x 00') = (w- 00') w - (w-w) 00’ = —w* OO’

car les vecteurs w et OO’ sont orthogonaux.
On considéere un passager M initialement immobile au point O'.

1.10 — Faites le bilan des forces qui s’appliquent sur le passager dans le référentiel du wagon, et
écrivez la relation fondamentale de la dynamique pour le passager M de masse m, qu’on assimile ici
a un point.

Le passager M de masse m est soumis aux forces suivantes :
— Son poids P, dirigé vers le bas, tel que P = —mge,;
— Laréaction R du plancher du wagon (qui comprend d’éventuelles forces de frottement).

De plus, comme le référentiel R’ n’est pas galiléen, il faut tenir compte des forces inertielles d’en-
trainement F. et de Coriolis F, lorsqu’on on écrit la seconde loi de Newton (généralisée) pour le
passager dans R’ :

ma’'(M) =P + R+ F. + F.

ouFe = —ma. et F. = —ma,, avec a, 'accélération d’entrainement et a. 1’accélération de Coriolis
que subit le passager.

1.11 — Donnez l'expression des accélérations a. et a. pour le passager M, en fonction de w et de
R.. Déduisez-en I'expression des forces inertielles d’entrainement F. et de Coriolis F. que subit le
passager. Applications numériques pour a. et a.

Pour le passager au point M, initialement immobile en M = O’, I'accélération d’entrainement a, se
réduit a :

ac(M) = ap/ /g + wrr x (wryr x O'M) = w x (w x 00’) = —w?> 00’ = —w’ R, ey
car O'M = 0. On en déduit la force d’entrainement associée :
Fe(M) = —mae(M) = +mw® 00’ = +mw? R.e,.

On reconnait I'expression de la force centrifuge.

Numériquement, l’accélération centrifuge vaut, en norme :

ae(M) = w? R, = (0.018rad - s)* x 5000m = 1.62m - s~ 2.

D’autre part, le passager étant immobile dans R/, I'accélération de Coriolis et la force de Coriolis sont
nulles :
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FIGURE 3 — Forces inertielles que subit le passager en M (initialement M est a I’origine) dans le ré-
ftérentiel R’ solidaire du wagon. La force inertielle d’entrainement F. se réduit au terme de force
centrifuge, radiale par rapport au centre de courbure de la voie dans le virage, orientée vers I'ex-
térieur du virage. D’autre part, comme le passager est initialement immobile, la force inertielle de
Coriolis F . est nulle (pas représentée ici).

1.12 — Représentez les forces F. et F ressenties par le passager, sur un schéma dans le plan hori-
zontal.

Le passager étant immobile dans le référentiel R’ solidaire du wagon, la force de Coriolis est nulle.
Voir figure

1.13 — Le passager se déplace maintenant a la vitesse v’ = 1m - s~! selon e,/ dans le référentiel
du wagon. Exprimez 1’accélération d’entrainement a. et ’accélération de Coriolis a.. Applications
numériques pour ae et a.; commentez.

Les expressions de 'accélération et de la force d’entrainement sont les mémes qu’a la question pré-
cédente. Pour l'accélération et la force de Coriolis, comme le passager possede désormais une vitesse
non nulle v’ = v’ e,y dans R/, avec v’ = 1m - s~1, on obtient :

ac = 2w g X W =2(—wey) x u ey = +2wu’ ey et Fo=-mac.= —2mwu e,y.
Numériquement, la norme a, de I'accélération de Coriolis a. vaut :
ac = +2wu’ =2 x 0.018rad s ' x Im-s~ ' =0.036m s

ce qui demeure tres faible devant 1’accélération d’entrainement; c’est aussi tres faible comparé a
I'accélération de pesanteur g pour le passager. La vitesse du passager est ici trop faible pour qu’il
puisse ressentir via ses sens les effets de la force de Coriolis.

1.14 — Sans modifier la vitesse du train, on souhaite limiter 1’accélération transverse subie par le
passager a 0.5m - s~2. Quel est le rayon minimal de courbure de la voie ferrée dans le virage ?

La vitesse du train (donc ici de l'origine O’ du wagon) dans le virage est vo/ /g = wR.. On souhaite

maintenir cette vitesse a vo/ ;g = 90m - s, mais que I'accélération centrifuge a. ne dépasse pas

max

al®™ = (0.5m-s~2. On souhaite donc que 'inégalité suivante soit vérifiée, tout en maintenant vy /R =

wR. =90m - s~! constante :

max max

e < @ soit ae=w2Rc<ae
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qu’on peut ré-écrire comme :

2 2
2 p2 v v
2 w Rc O'/R max /RN O'/R min
e =W R.= —F=—""-"<ua dou R.=> =R
‘" R, R. e amax e

Numériquement, on trouve un rayon de courbure minimal de ng‘m = 16200m = 16.2 km.

1.15 — Citez 4 solutions permettant de réduire 1'inconfort des passagers lorsque le TGV parcourt un
virage.

Afin de réduire l'inconfort des passagers dans les virages, autrement dit afin de réduire la force
centrifuge (terme dominant ici), on peut :
(i) Réduire la vitesse du train dans les virages, ce qui réduira par conséquent la force centrifuge;
(ii) Augmenter le rayon de courbure des virages de la voie ferrée, lors de la construction de la voie;

(iii) Incliner les rails dans les virages (on parle de “dévers” de la voie), afin qu’idéalement, la somme
du poids et de la force d’entrainement soit orthogonale a la voie;

(iv) Concevoir le train de maniére a incliner les wagons dans les virages : c’est le principe des trains
pendulaires.

1.16 — Commentez le message suivant de la SNCF (fig. [4).

A 300km/h, mieux vaut étre
assis pour boire son café @

Nous vous remercions de bien vouloir laisser ces places
en priorité aux clients du Bar

FIGURE 4 — Message affiché dans la voiture-bar d'un TGV.

Au premier ordre, ce n’est pas la vitesse du train qui est la cause directe de I'inconfort : si le train se
déplacait selon un mouvement parfait de translation uniforme, le mouvement du train ne serait pas
détectable (principe méme d’un référentiel galiléen). La Terre se déplace bien dans 1’espace a 30 km -
s~! sans qu’on ressente son mouvement. Ce sont les accélérations inertielles, et par conséquent les
forces inertielles qui sont sources d’inconfort pour les passagers. Toutefois, 1'intensité de la force
centrifuge est directement liée a la vitesse du train dans les virages (elle est proportionnelle au carré

de la vitesse) : le message de la SNCF reste donc fondé.
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Rappels : transformation de la vitesse et de 1’accélération entre un référentiel galiléen et un ré-
férentiel non-galiléen. Généralisation de la deuxieme loi de Newton (RFD). Forces inertielles.
Soient deux référentiels : un premier référentiel R, galiléen (ou inertiel), et un second référentiel R’,
animé d'un mouvement quelconque par rapport a R et par conséquent non galiléen. On appelle O
et O’ les origines choisies dans les référentiels R et R’, respectivement. De plus, on note wg// le
vecteur vitesse angulaire instantané de rotation du référentiel R’ par rapport au référentiel R.

Considérons un point matériel M/ en mouvement quelconque, dont la position a chaque instant dans
les référentiels R et R’ est repérée par les vecteurs positions r(t) = OM(t) et r'(t) = O'M(t) respec-
tivement.

Si on note u(t) la vitesse instantanée de M mesurée dans le référentiel R, et u’(t) sa vitesse instantanée
mesurée cette fois dans R’, ces deux vitesses se déduisent 1'une de 1’autre par la relation :

u(t) = (dodiw% - <$>R u'(t) = <d?1;M)R, - <Cc1;t/>7z,

u(t) = VO’/R + u’(t) + w'R’/'R X OIM

Si on note a(t) I’accélération de M dans le référentiel R, et a’(t) son accélération dans R/, on aura, en
dérivant la relation précédente (et en utilisant la relation de Varignon),

a(t) = <d2d(£\/I>R a'(t) = (%\4)@ a(t) =a'(t) + ae + ac

ot les termes d’accélération supplémentaires sont I’accélération d’entrainement a. et I’accélération
de Coriolis a. qui s’écrivent respectivement :

dwR//R «

ac = agg = a(0'/R) + wr//r X (wr/r x O'M) + &

Oo'M et ac = 2wpr R X u’
Si on considere un mobile M de masse m dans le référentiel non galiléen R’, la deuxiéme loi de
Newton (RFD) se généralise sous la forme :

ma’ = ZFext —mae —mag = ZFeXt + Feo + F.
avec Fo. = —m a, la force inertielle d’entrainement et F. = —m a. la force inertielle de Coriolis.

Double produit vectoriel. Une relation utile, notamment en physique, est la formule du double
produit vectoriel : si A, B et C sont trois vecteurs quelconques, alors :

Ax(BxC)=(A-C)B—(A-B)C.
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2. Course-poursuite interstellaire

Vous traiterez cet exercice dans le cadre de la relativité restreinte.

Leia a été capturée et est retenue prisonniére a bord d’une frégate impériale (référentiel R') qui a
quitté la planete Tatooine (référentiel R) at = t' = 0, et qui s’éloigne a la vitesse constante v = ve,
avec v < c¢. Han, lui aussi sur Tatooine, se rend compte de sa disparition a t = ¢; > 0, saute aussitot a
bord du Faucon Millenium, “le tas de ferraille le plus rapide de la galaxie”, et se lance a sa poursuite,
a la vitesse u = ue,, avec v < u < c (dans la précipitation, il n’a hélas pas eu le temps de réparer
son propulseur superluminique). Son vaisseau se déplagant plus vite que la frégate, il la rattrape a
I'instant ¢t = t5. On notera E; : (t1,x1) I'événement correspondant au départ de Han, et Es : (t2, x2)
I’événement associé a la rencontre du vaisseau de Han et de la frégate qui emporte Leia. On prendra
l'astroport de départ sur Tatooine comme origine O du référentiel R, et un point arbitraire de la
frégate comme origine O’ dans R'.

2.1 — Ecrivez les transformations des coordonnées (ct, z,y, z) d"un événement lors du passage d'un
référentiel galiléen R a un autre référentiel galiléen R’ se déplacant a la vitesse v = v e, par rapport
a R. Ecrivez cette relation sous forme matricielle.

La transformation de Lorentz s’écrit dans ce cas :

v t —vz/c?
V2
1= 2 ct’ =~ (ct — Bx) ct =y (ct' + pa)
,  x—ut ' ' = (x— Bet) . z =7(2"+ Bet)
o= 02 1e. , et réciproquement ,
1— — y =Y y =Yy
c
, 2 =z z =2
y =Y
2 =z
Ot on pose :
—1/2 1
B=" et y=q@)=(1-p)" = ——
v
1— —
2
On peut mettre ces équations sous une forme matricielle :
ct’ v =By 0 0\ [ct ct v 48y 0 0\ [t
| |-y v 0 0|z ot z| |+B8y v 0 O0f]2
| | 0 0 1 0|y yl | O 0 1 0|y
4 0 0 01 z z 0 0 01 2

22— A quel instant ¢, Han rattrape-t-il la frégate ?
Lorsqu’il rattrape la frégate, Han a parcouru la distance x; — x1 en un temps to — ¢ a la vitesse u dans
le référentiel R. On a donc :

To — I ZU(tQ*tl) avec xq =0 d’out €To ZU(tQ*tl)
Par ailleurs, a I'instant ¢, dans le référentiel R, la frégate impériale a parcouru la distance x2 en un
temps ¢ a la vitesse v, et par conséquent z, = vty. On en déduit :

U

o =1U (tg — tl) = vitg d’out to (u - U) = uly et to = t.

u—uv
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2.3 — FEtablissez, dans les deux référentiels (supposés galiléens) R et R’ les coordonnées spatio-
temporelles des événements E; et E,. Exprimez toutes les coordonnées (z1, t}, ©}, t2, x2, th et z5) en
fonction de t1, u et v.

Dans le référentiel R, les coordonnées de I'événement F; sont naturellement (¢;, z; = 0). On obtient
immédiatement les coordonnées de E; dans R’ en utilisant la transformation de Lorentz,

cth = ~y(cty — Bxy) ie. 1) =9t

et,

zh = (1 — Bet1) = —Prycty = —yvty < 0.

Pour I’événement Es, on a établi précédemment que t2 = ut;/(u — v). De plus, 'événement E5 a lieu
a la position xo qui vérifie, d’apres le raisonnement précédent :

m2=x1+u(t2—t1)=u[

De plus, I'événement E5 a lieu par définition en zf, = 0 (position de la frégate dans son propre
référentiel R’). En utilisant la transformation de Lorentz, on obtient ¢},

1 1 u U
cty = v(cth + Bh) = ~ctt soit  th=—ty=— t1 =~(1— B2 t
2 = (cty + fry) = ety 2 72 wu—vl ( B)u—vl
cary~2 = (1 - B?).
Les coordonnées des événements F; et Ey sont donc :
R R
t1>0 t/=’yt1
Eq
1 =0 x’lz—fyvt1<0
_u 1 w U
tz_u—vtl ty = — t1 =(1— % t1
o) Yu—v u—0
uv ; )
Ty = _
2 u—v ! x5 =0

2.4 — En utilisant les coordonnées des événements E; et E dans le référentiel de la frégate impériale,
exprimez la vitesse v/ du vaisseau de Han dans le référentiel R'. Montrez que vous retrouvez ainsi la
loi relativiste de composition des vitesses.

Le vaisseau de Han se déplace selon e, a la vitesse constante u dans le référentiel R, et a la vitesse
constante v’ dans le référentiel R’. Les événements E et E appartenant tous deux a la ligne d’univers
de Han, on peut déduire de leurs coordonnées respectives dans R’ la vitesse v’ de Han :

/ /
/:5”2_551

ty—t

10
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Ce qui donne :

; Ty — Xy 0+ oty B v
YTy T U - v? u
2 41 -p2) 1 —t1 1—— -1
U—v c? u—v
- v(u —v) o oovlu—v) u—v
B uv? - L uv _1 uv
R el

On retrouve ainsi la loi relativiste de composition des vitesses (dans le cas de vitesses paralleles au
mouvement relatif entre les référentiels) :

2.5 — Représentez toute cette aventure sur un diagramme d’espace-temps (Minkowski ou Loedel,
selon votre préférence), en indiquant bien les coordonnées de chaque événement dans les deux ré-

férentiels (en tracant les projections correspondantes sur les axes). Pour obtenir une figure lisible,
consacrez une page entiere a ce diagramme.

Voir figure

11
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FIGURE 5 — Diagramme d’espace-temps (diagramme de Loedel). Trajectoires de la frégate qui emporte
Leia (en rouge, dans R’) et de Han (en mauve) qui quitte Tatooine at = t; > 0 (événement E) et
rattrape Leia a t = ty (événement E).

12
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3. Clocks around the Rock : 1’expérience de Hafele et Keating

A la fin des années 50 les horloges atomiques au césium-133 commencent a étre commercialisées, et
leur précision et leur stabilité deviennent suffisantes pour qu’il soit possible, avec de telles horloges,
de tester directement les prédictions de la relativité concernant la dilatation du temps.

En 1971, Joseph C. Hafele (1933-2014) propose de vérifier la désynchronisation prédite par la Rela-
tivité entre des horloges en mouvement les unes par rapport aux autres (“paradoxe des jumeaux”);
il suggeére de faire voyager des horloges atomiques en leur faisant faire un tour du globe en avion,
soit vers 1'Est, soit vers 1'Ouest, et de comparer le temps qu’elles affichent avec celui d'une autre hor-
loge atomique restée au sol. Joseph C. Hafele et ’astronome Richard E. Keating (1941-2006) réalisent
ensemble I'expérience en octobre 1971. IIs effectuent deux tours du monde en avion (avec escales)
sur des lignes commerciales, en transportant avec eux quatre horloges atomiques (“Mister Clock”,
fig.[6); ils surveillent la bonne marche des horloges tout au long des deux voyages, avant de com-
parer la durée enregistrée avec celle qu’indiquent les horloges atomiques de référence restées a 1'US
Naval Observatory (USNO)H

IR

SNEN

FIGURE 6 — Joseph C. Hafele (1933-2014) et Richard E. Keating (1941-2006) accompagnant “Mister
Clock”, les 4 horloges atomiques au césium qui occupaient deux siéges dans I’avion. Photo prise un
peu avant le départ du vol Pan American 106 de Washington a Londres [Source : Time Magazine, 18
octobre 1971].

1. C’est probablement 'une des expériences les moins chéres jamais réalisées pour tester la théorie de la Relativité : les
horloges atomiques ayant été empruntées a I'USNO, I'ensemble de 1’expérience n’a cotité que 8000 dollars de 1'époque,
dépensés principalement en billets d’avion pour deux tours du monde avec 4 “passagers”, Mr. Clock occupant deux fau-
teuils.

13
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Préambule : temps propre d’une horloge en mouvement

Dans un référentiel galiléen R, considérons une horloge parfaite en mouvement, selon une trajectoire
quelconque, a une vitesse u(t) (non nécessairement constante). A un instant ¢ donné, on considére le
référentiel R’ qui se confond a cet instant précis t avec le référentiel propre de I'horloge. Autrement
dit, la vitesse v,z de R’ par rapport a R est égale, a cet instant ¢ particulier, a u(t).

3.1 — En utilisant l'invariance de l'intervalle d’espace-temps, montrez que deux événements de la
trajectoire de I'horloge séparés par (dt, dr) dans le référentiel inertiel R, sont séparés dans le référen-
tiel inertiel tangent R’ par (dr, 0), avec

1 1
1 2\ 32 2\ 32
dr= —dt=(1-2 ) at=(1-L)
~(u) c? c?

ou 7 est le temps propre de I'horloge, c’est a dire le temps que 1'horloge affiche.

Considérons deux événements infiniment proches de la trajectoire de 1'horloge : ces deux événements
sont séparés par l'intervalle (d¢, dr), et par (dt’ = dr,0) dans le référentiel inertiel tangent R/, qui se
confond avec le référentiel propre de I'horloge a cet instant ¢. Par invariance du carré de l'intervalle
d’espace-temps, on aura donc,

ds? = A(dt)? — (dr)? = A(dr)?

En factorisant par ¢2(dt)?, on obtient :

A(dr)? = 2(dt)? [1 — %2 (j:;)z] = 2(dt)? {1 - 1222]

ol on reconnait 1’expression de la vitesse instantanée de 1'horloge dans le référentiel R, u(¢) = dr/dt.
On obtient finalement :
1 1
2\ 2 2\ 2 1
dr=(1-2) dt=(1-2) dt = —ar.
c? c? v(u)

3.2 — Pour des vitesses u faibles devant la vitesse de la lumiere, développez 1'expression précédente
en ne conservant que les termes de premier ordre en u?/c?.

En développant le résultat précédent on obtient :
1
1 u?2 1u? u?
dr= —dt=|1- | dt=|1--5+---|dt~ |1 - —|dt
e B e B N

en ne conservant que le terme de premier ordre en u?/c?.

Dilatation cinématique du temps

Afin de modéliser 1'expérience de Hafele et Keating, on se placera dans le référentiel géocentrique R4,
a savoir le référentiel dont I'origine est le centre de la Terre, et dont les trois axes pointent vers des
étoiles lointaines (fig. [7). Comme les expériences considérées ne durent que quelques jours, on assi-
milera le référentiel géocentrique R4 a un référentiel galiléen.

On considere de plus que ce référentiel R, est muni d"une horloge idéale et parfaite, qui fournit le
temps ¢ : cette horloge, solidaire de R,, ne subit ni la rotation de la Terre, ni le champ de gravité
terrestre (elle pourrait par exemple étre placée en son centre).
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FIGURE 7 — Référentiel géocentrique R, muni du repére (T, z., Y., z+), dont I'origine est le centre ' de
la terre, et dont les axes sont définis par les étoiles. Pour une expérience de courte durée (comparée a
la période de révolution de la Terre autour du Soleil), le référentiel géocentrique peut étre considéré
comme galiléen; le référentiel de Copernic (systeme solaire) est une meilleure approximation d’un
référentiel galiléen.

Pour comprendre I'expérience de Hafele et Keating, on s’intéressera a la trajectoire de trois horloges
particulieres : une horloge atomique placée en un lieu donné a la surface terrestre, immobile par
rapport au sol; et deux horloges qui font chacune un tour du monde en avion, 1'une vers I'Est, et
I'autre vers I'Ouest.

3.3 — Faites un dessin, du point de vue d'un observateur placé au pole Nord, a tres haute altitude,
et qui regarde la Terre tourner au dessous de lui. Indiquez le sens de rotation de la Terre. Schématisez
I'horloge immobile au sol, et les horloges qui font un tour du monde vers I'Est et vers 'Ouest en
volant au-dessus de 1’équateur.

Voir figure

On notera Rg le rayon de la Terre, Qg sa vitesse angulaire de rotation dans le référentiel géocen-
trique R, et Mg la masse de la Terre.

3.4 — Connaissant la durée d"une révolution terrestre par rapport aux étoiles lointaines (jour sidé-
ral), déduisez-en la vitesse angulaire €2g de rotation de la Terre dans le référentiel géocentrique R,,.
Donnez son expression et sa valeur numérique.

Dans le référentiel géocentrique, la Terre effectue un tour sur elle-méme en une période d'un jour
sidéral, soit Tz = 23h 56 m4s. On en déduit sa vitesse angulaire de rotation :

B 2T 2

~ 23h56m4ds  86164s

Qo =7292x10°rad-s '

3.5 — Supposons, pour simplifier, que 1'horloge immobile par rapport au sol soit placée en un point
de la surface terrestre a 'équateur. Donnez 'expression littérale et la valeur numérique de la vitesse
instantanée (en m/s) de cette horloge dans le référentiel géocentrique.

Comme la Terre tourne, la vitesse de 1'horloge immobile dans le référentiel local vaut, dans le réfé-
rentiel géocentrique R4,
uﬁxe = leocal/R!/ X TM

15
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Est (E)

FIGURE 8 — Schéma de I'expérience de Hafele et Keating. Une horloge atomique choisie comme rété-
rence demeure au point de départ; une seconde horloge atomique fait un tour du monde vers 1’Est,
tandis que la troisiéme effectue un tour du globe vers I'Ouest. Lorsque les horloges voyageuses sont
de retour, on compare le temps qu’elles affichent avec celui de I'horloge atomique de référence.

ol M est la position de 'horloge, et 7" le centre de la Terre. Comme on suppose ici que 1'horloge est
placée sur un point a I'équateur,

Ufixe = Q@ e, X R@ €r = R@Q@ €y et  Ufixe = R@Q@.

Numériquement, on obtient ugye ~ 465.1m - s 1~ 1674km-h .

3.6 — Déduisez-en le facteur y associé, et 'expression de l'intervalle de temps propre dgy pour cette
horloge fixe par rapport en sol en fonction de dt. Estimez numériquement le facteur 5. En considérant
que les vitesses ici sont faibles devant ¢, déduisez-en une expression approchée de dry,, de la forme::

P
dTfixe &~ (1 - ) dt (1)

2¢2

Donnez I'expression de P en fonction de Rg et Qg.

Le facteur ~ associé s’écrit :

2 1-1/2 2 42 1—1/2
o) = 1 ] 2 [1 a0

c? c?

Comme 3 = ugye/c = RpfQlg/c ~ 1.55 x 107% « 1, on peut se permettre de développer l'expression
au premier ordre en B?,

c 2c2

R2.0)2 —1/2 R2.0)2
Y(ufixe) = [1 - @2@)} ~ 14 258
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De ce qui précede, on en déduit la relation entre l'intervalle de temps d7gye qui sépare deux événe-
ments de la trajectoire de cette horloge dans son propre référentiel, et I'intervalle de temps corres-
pondant d¢ mesuré dans le référentiel géocentrique,

1 R2.02 1/2 R2.02
ATfixe = —— dt = [1— @2@] dt ~ <1— ® @> dt. )
’Y(uﬁxe) c

Le terme P vaut ainsi P = RZO2.

On s’intéresse maintenant a une horloge qui fait le tour du monde a bord d"un avion. L’avion vole
a l'altitude h et a la vitesse v par rapport au sol, en longeant I’équateur terrestre. On comptera v
positivement si ’avion vole vers ’Est, et négativement s’il vole vers I'Ouest.

3.7 — En utilisant la loi relativiste de composition des vitesses, donnez I’expression de la vitesse ins-
tantanée de I’avion volant au-dessus de 1’équateur a I’altitude h dans le référentiel géocentrique .
Montrez que vu les faibles vitesses considérées ici par rapport a ¢, ’expression peut se réduire a la loi
classique de composition des vitesses.

Pour 'avion qui vole a l'altitude h la vitesse v par rapport au sol, la vitesse d’entrainement vaut cette
fois, a l’altitude h :

leocal/Rg x TM = Q@ €, X (R@ + h) €, = (R@ + h)Q@ e¢

ou T est le centre de la Terre, et M la position de I'horloge dans 1’avion.

Comme l’avion se déplace a la vitesse v = v ey par rapport au sol, il nous faut normalement utiliser la
loi relativiste de composition des vitesses pour en établir la vitesse u de I’avion dans le référentiel
géocentrique R :
v+ (Rg+h)Q
el = T (R + QT
2

v
1+
c

Cependant, comme les vitesses considérées sont faibles devant ¢, on pourra utiliser 1’addition clas-
sique des vitesses sans commettre une grande erreur :

v+ (Rg + h)Q2

Uyol =
Re + h)Q)
1 U( &) - h)

~ v+ (Rg + h)S2

C

3.8 — Déduisez-en le facteur -y correspondant, et I’expression de 1'intervalle de temps propre dry, en
fonction de dt et de la vitesse v de 1’avion. Montrez qu’en développant au premier ordre, dr,, peut

se mettre sous la forme : 0
dTVOl x (1 — 2c2> dt (3)
et donnez I'expression de ) en fonction de v, Rg, h et Qg.

Le facteur vy pour 1'horloge a bord de 'avion s’écrit :

_ 1
u2 1/2 ot (R 4 B))? 1
V(UVOI) = [1 — 6\7201] =|1= ( ( @62 ) @)

Comme précédemment, on peut se permettre de développer 1’expression au premier ordre en 32 =
u? /c?
vol/ ™ 7

2 262

(v+ (R@ + h)Q@)2]_1/2 ~14 (v + (R@ + h)Q@)Q

V(UVOI) = [1 -

17
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De ce qui précede, on en déduit la relation entre I'intervalle de temps d7y, qui sépare deux événe-
ments de la trajectoire de 1'horloge embarquée dans son propre référentiel, et 'intervalle de temps
correspondant d¢ mesuré dans le référentiel géocentrique,

dTvol =

g (uvol> - c? 2¢?

271/2 2
1 a1 (v+ (Re + h)Qg) ] dt ~ <1 ~ (v+ (Re + h)Qe) )dt. 4@
Le terme Q vaut donc Q = (v + (Rg + h)Qqg)*.

Effet supplémentaire de la gravitation sur I’écoulement du temps

Comme 1'expérience est menée sur Terre, les horloges sont plongées dans le champ gravitationnel
terrestre. La Relativité Générale prédit que des horloges parfaites se comportent différemment selon
I'intensité du champ gravitationnel qu’elles subissent : plus le champ est intense, et plus 1’écoulement
du temps ralentit. Le traitement complet nécessiterait d’utiliser le formalisme de la Relativité Géné-
rale; cependant, du fait de la faible intensité du champ terrestre, on pourra se permettre ici d’ajouter
un simple terme correctif gravitationnel dans les équations (I) et (3). Ces équations deviennent ainsi :
pour 'horloge fixe,

P D (74 P
dTfixe = <1 - 2C2> dt - dTfixe = (1 + (Cg E) - 262> dt (5)

et, pour I'horloge a bord de 1’avion,

d7yel & (1 — Q) dt _ d7yo ~ (1 + (vl Q) dt (6)

22 c? 2c2

out ®(r) est l'intensité du potentiel gravitationnel que subit un objet a la distance r > Rg du centre
de la Terre :
G Mg

a(r) = -

avec Rg le rayon de la Terre, et Mg sa masse (Le champ gravitationnel dérive de ce potentiel ®).

3.9 — Explicitez les équations (5) et (6) respectivement pour 1'horloge fixe au sol, et pour ’horloge
qui vole a l'altitude h; en particulier, explicitez rfiye et 7y

Pour I'horloge restée fixe a 'équateur, on aura 74 = Rg; pour I’horloge a bord de I’avion, la distance
au centre de la Terre sera ry, = Rg + h.

En substituant dans les équations @ et @, on obtient, pour 1'horloge fixe,

®(Rg) REQZ GMg  RZOE
deixe ~ <1 + C2 - 262 dt=(1- R®02 - 2@2 dt

et pour 'horloge qui vole,

Rg + h)c? 2¢?

2 2
dro~ (1 . @(R@2+ h (v (R@;g h) Qo) ) e (1 . GMg (v + (Rg + h)Qg) ) w
C C
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Calcul approché du décalage des horloges

3.10 — En intégrant dryye et d7yo sur tout le parcours, entre I'instant ot1 ’'horloge qui voyage quitte
I'horloge fixe (événement A), et celui ot les deux horloges se retrouvent au point de départ a la fin du
voyage (événement B), calculez les durées Ay, et A1y, mesurées pendant 'ensemble du voyage
en fonction de At, le temps écoulé entre les événements A et B dans le référentiel géocentrique. Pour
simplifier, on supposera que 1’avion vole a vitesse et a altitude constantes, au dessus de 1'équateur
terrestre, et on négligera les phases d’atterrissage et de décollage de 'avion.

En intégrant entre les événements A (départ de I’horloge en avion) et B (retour de I’horloge au point
de départ sur Terre, la ol est restée 1'horloge fixe), on obtient, d"une part, pour I'horloge restée au sol,

A [T (1. 20)  BEOBN (P, GMe EE%\ . _(, GMs R&%\ .,
Tfixe + 3 5 5 5 5 5
A c 2c A R@C 2c R@C 2c

et d’autre part, pour I'horloge qui a fait le tour du monde a bord de I'avion,

Ar JB (1 L) (et (Rt h)Q@)2> e JB (1 . GMg  (v+(Rgp+ h)Q@)2> N
A

c? 2¢2 A Rg + h)c? 2¢?
G Mg (v + (Rg + h)Qg)?
A =(1- — At
Tvol ( (Rg + h)c? 2¢?

en négligeant les phases d’atterrissage et de décollage de 1’avion.
3.11 — Exprimez le rapport A7y, /ATgixe. Pour l'instant, ne poussez pas plus loin le calcul.

Comme vu précédemment, rye = Rg et ryo) = Rg + h. Le rapport Aty /ATgixe s'écrit simplement,

ATyl

ATfixe

__GMe  (wt(Reth%)| [, GMs Ry -
(Rg + h)c? 2¢2 Rgc? 2¢? '

3.12 — L’effet que I’on cherche a mesurer est tres faible. On pourra considérer que les vitesses en jeu
sont faibles devant c, et que, de plus, I’altitude de 1’avion est petite devant le rayon terrestre : h « Rg,.
Pour notre calcul, afin de ne conserver que les termes significatifs dans le développement, estimez
numériquement les termes suivants :

GM@h i R@Q@U hQQé hQ@U
R2®62 2c2 c2 2c2 c2
On trouve :
G Mg R0 v?
SOl A 109x 1072 Y L 103 x 10712 S~ 0.22x 10712
R®c c 2c

h2Q2 hQav
D o —18 [©)
52~ 2.96 x 10 2

Il apparait que les deux derniers termes pourront étre négligés.

~ 1.62 x 10715,

3.13 — En faisant un développement limité au premier ordre de 1’'expression de A7/ ATfixe, 1.€. €N
négligeant les termes d’ordre supérieur en c~#, ¢ =%, etc, et en ne conservant que les termes significa-
tifs, montrez que
2
ATVOI ~1 GM@h R@Q®h _ R@Q@U . LQ

ATixe R2,c? c2 c2 2c2

@)
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Comme laltitude h est faible devant le rayon Rg de la Terre, on pourra développer au premier ordre
les termes en (Rg + h) :

G Mg G Mg h\ ' GMg h
= 1+ —] = 1——).
(R@ + h)62 R@62 R@ R@C2 R@

De méme,

h\?2 2h
Ro+h2?=R:(1+—) ~R2(1+22).
(Be +h) @(+R@> @(+R@>

Développons l'expression du rapport Ay, /ATgye au premier ordre :

—1
ATyol _ . G Mg o (v+ (R(-B + h)Q@)Q < |1 — GMg _ R(Q-BQ(QB
ATiye (Rg + h)c? 2c2 Rgc? 2c2
~|1— GM@ GM@h . ’072 _ R2@Q?‘B - R@thB _ ’UR@Q@ . UhQ@ %
- Rgc®  RAc? 22 2¢? c? c? 2c2
R2.02
1+ Mo | fot
Rgc? 2¢2
~1— GM@ GM@h _ 1)72 _ R%Qé _ R@hgz@ _ UR@Q@ i GM@ Réﬂé
- Rgc?  Ric® 22 2¢2 2 2 Rgc? 2¢2

ol on a négligé les termes d’ordre supérieur en ¢, ¢ 6, etc, les termes d’ordre supérieurs du déve-
loppement, ainsi que les termes identifiés précédemment comme négligeables.

En simplifiant, on obtient ainsi,

ATvol - GM@h _ R@hﬂé _ ’UR@Q@ _ ’U2

ATfixe RZ,c? c2 c2 22

3.14 — Exprimez1’accélération de pesanteur g al’équateur, en fonction de G, Mg, Rg et Q. Rappelez-
vous de la définition du poids, et n’oubliez pas que la Terre tourne sur elle-méme. ..

Le poids P = mg d’un objet de masse m est la somme de la force d’accélération gravitationnelle de
la Terre, et de la force inertielle d’entrainement due a la rotation de la planéte, i.e. la force centrifuge.
En un point a la surface de la Terre a I'équateur, on obtient :

. GM@T)”L
R%

P=mg=-mge, =F;,+F, = er+mR@Q§9eT.

On en déduit I'expression de l'intensité du champ de pesanteur a I'équateur,

G Mg
g = R2
®

~ Re02.

3.15 — En utilisant ce qui précede, montrez que I'équation (7) peut se ré-écrire :

AT
vol ~ 1+ e L
ATfixe c c 2¢
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Le résultat est immédiat :

ATyol - GMgh Re%h  RgQgv v h [GM@
2

~ — —

ATgixe RZc? c2 c2 2c2

3.16 — Déduisez-en 1'expression de 1’écart relatif j(v) entre 'horloge qui a volé et I'horloge restée au
sol :

_ ATVOI(U) B ATﬁxe
A7—ﬁxe '

5(v)

D’apres ce qui précede,

_ ATvol(v) - ATﬁxe _ ATVO](U) 190 v
ATﬁxe ATﬁxe c

6(v)

3.17 — Estimez numériquement le décalage relatif Jg attendu pour I'horloge qui a fait le tour de
monde vers I'Est; calculez de méme dw pour I’horloge qui est partie vers 1'Ouest.

Pour I'horloge a bord de 1’avion qui vole vers I’Est, sa vitesse est +v par rapport au sol,

h  Rgf 2
PN L L 2”72 ~1.09x 10712 21,03 x 10712 2 0.22 x 1072 ~ —0.16 x 10712,
c c
Tandis que pour 1'horloge qui voyage vers I'Ouest, sa vitesse vaut —v par rapport au sol, et on a
alors :
gh  RgQgv  v?

w2 o~ 1.09%x 1072 +1.03x 10712 = 0.22 x 10712 &~ +1.90 x 10712
c? c? 2¢?

3.18 — Pour le tour du monde effectué vers 1'Est (commencé le 4 octobre 1971), les phases de vol ont
duré 41.2 heures au total; pour le tour de monde vers 1'Ouest (démarré le 13 octobre 1971), la durée
cumulée de vol a été de 48.6 heures. Déduisez-en les décalages attendus A7y et Ay, par rapport a
I'horloge restée fixe, et donnez leurs valeurs en nanosecondes. Comparez avec les mesures effectuées
par Hafele et Keating (table []).

Pour le premier tour du monde effectué en allant vers I’Est, la durée cumulée des phases de vol est
ATg = 41.2h (les moments passés au sol entre les vols successifs n'ont pas d’effet sur le décalage
avec I'horloge de référence, car pendant les escales I’horloge qui voyage est immobile par rapport a
I'horloge de 'USNO). A 1a fin du tour du monde, le décalage attendu avec I'horloge de référence est
par conséquent :

Atp = 0pATE ~ —24 x 10778 = —24ns.

Pour I'horloge qui a voyagé vers 1'Ouest, la durée cumulée des vols successifs est de ATy = 48.6h;
le décalage attendu avec I’horloge de référence est :

Ary = SwATw ~ +332 x 107%s = +332ns.

Les valeurs obtenues par notre calcul grossier sont du bon ordre de grandeur, comparées aux mesures
effectuées par Hafele et Keating lors de leur célébre expérience. Avec un calcul plus précis tenant
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compte de la latitude de I'horloge fixe (voir remarque ci-dessous), et de la trajectoire précise des deux
avions, Hafele et Keating obtiennent :

At = —40 £+ 23ns et ATy = +275 1+ 21 ns

ce qui est compatible avec leurs mesures (table .

Remarque : on a ici grandement simplifié la trajectoire des avions, en supposant un vol circumter-
restre au-dessus de 1'équateur, a vitesse et altitude constantes. En pratique, Hafele et Keating ont
emprunté des vols commerciaux ordinaires : pour obtenir un calcul théorique plus précis, il faut tenir
compte de la latitude du lieu dans 1'équation (5), et il faut intégrer I'équation (6) le long des véritables
trajets des avions de ligne utilisés, en tenant compte des variations de la latitude, de la vitesse de vol
et de l'altitude. Hafele et Keating ont pu effectuer ces calculs a partir des données de vol obtenues
aupres des équipages de chacun des avions empruntés lors de I'expérience.

Horloge (numéro de série) ATp A1y
#120 —57ns +277ns
#361 —T4ns +284ns
#408 —55ns +266ns
#447 —51ns +266ns
Moyenne =59 +£10ns +275+7ns

TABLE 1 — Différences de temps observées entre les 4 horloges atomiques utilisées et ’horloge ato-
mique de référence de 'USNO. [Source : Joseph C. Hafele et Richard E. Keating, “Around-the-world
atomic clocks : observed relativistic time gains”, Science, vol. 177, n°4044 (1972), p. 168-170.]

Données :

G =6.67430(15) x 107 "'m3 - kg™' - 572 ¢ =299792458 m -s~!

Mg =5.9722 x 10**kg =~ Rg =6378km g~ 9.80m-s~!

1jour sidéral : Ty = 23h 56 min4s.

Avion : altitude de vol h = 10km ; vitesse par rapport au sol v = 200m - s~}

L’expérience de Hafele et Keating a été reproduite a de nombreuses reprises, ainsi que différentes
variantes : toutes confirment les prédictions de la Relativité.

De fait, le déployement des systémes de positionnement global (GPS, GLONASS, Beidu, Galileo)
a rendu indispensable de tenir compte de ces effets temporels pour assurer le bon fonctionnement
des constellations de satellites “GPS”. Dans ces constellations, chaque satellite transporte plusieurs
horloges atomiques afin de générer un signal modulé temporellement, et la réception de signaux
de plusieurs satellites permet de déterminer sa propre position par triangulation. Il est impératif
de tenir compte et de corriger les effets relativistes, a la fois cinématiques et gravitationnels, pour
obtenir un positionnement correct : sans ces corrections relativistes, les performances des systemes
de positionnement global seraient tres dégradées.
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